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Prefacio

Neste texto, destinado primordialmente a estudantes de graduagao em ma-
tematica, nos propomos apresentar a teoria da Algebra Linear dos espacos
vetoriais reais de dimensao finita. Nosso intuito é o de abordar os tépicos
dessa teoria, os quais sao indispensaveis ao estudo de outras que lhe sao subse-
quentes na grade curricular, tais como Anélise (de varias varidveis), Equacoes
Diferenciais e Geometria Diferencial. Sendo assim, nossas questoes estarao li-
gadas aos aspectos estruturais dos espacos vetoriais, incluindo a classificagao
desses objetos, bem como de suas transformacoes.

Uma das caracteristicas do texto, em contraste com seus congéneres, ¢é a
concisao, a qual deve-se a nossa intengao de apresentar a parte mais essencial
da Algebra Linear (dai, o titulo) de uma forma simples e direta; evitando,
porém, a superficialidade. Assim, fomos impelidos a fazer uma abordagem um
tanto alternativa, sobretudo no que diz repeito a apresentacao de alguns teo-
remas fundamentais — notadamente, o Teorema da Decomposicao Primaria,
o Teorema Espectral, e o Teorema da Decomposicao Racional.

A disposicao do conteiudo ao longo dos capitulos se da da seguinte forma:
No primeiro, consideramos brevemente as matrizes e o método de eliminacao de
Gauss para resolugao de sistemas lineares. Nos Capitulos 2 e 3, introduzimos
os espagos vetoriais e as transformacoes entre os mesmos, ditas lineares. Em
seguida, no Capitulo 4, consideramos formalmente o determinante, enquanto
funcao de matrizes, e no Capitulo 5, introduzimos o conceito de produto in-
terno, enfatizando o seu carater geométrico.

A partir do Capitulo 6, nos voltamos aos operadores lineares, com enfoque
no método de decomposicao. Ali, discutimos sobre o conceito de subespaco
invariante, no qual se baseia esse método, bem como estabelecemos o Teo-
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rema da Decomposicao Primaria, o qual desempenha um papel fundamental
no desenvolvimento da teoria.

O Capitulo final trata dos operadores em espacos vetoriais munidos de
produto interno, onde consideramos as isometrias lineares, isto €, os operado-
res ortogonais, assim como os operadores autoadjuntos, os quais constituem
o objeto do célebre Teorema Espectral. Em seguida, abordamos as formas
quadraticas a luz de suas relagoes com operadores autoadjuntos.

O texto se encerra no Apéndice A, onde apresentamos uma engenhosa
demonstragao do Teorema da Decomposicao Racional, devida a H. G. Jacob,
o qual aplicamos para obter uma versao generalizada do Teorema de Cayley-
Hamilton.

Quanto aos pré-requisitos, cabe-nos mencionar que, para uma efetiva leitura
do texto, faz-se necessaria uma certa familiaridade com a Geometria Analitica,
com os rudimentos da teoria de polinomios, e com certos aspectos da linguagem
matematica formal, tais como o conceito de relagao de equivaléncia e o método
de indugao matematica.

Por fim, agradecemos calorosamente aos colegas que leram versoes prelimi-
nares do texto e contribuiram com valiosas sugestoes.

Natal, Setembro de 2020
RFL
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Matrizes

Matrizes sao, fundamentalmente, tabelas numéricas sobre as quais se de-
finem certas operacoes algébricas. Tais operacgoes concedem ao conjunto das
matrizes (de um mesmo tipo) a estrutura de espago vetorial, que, por sua vez,
constitui o conceito fundamental da Algebra Linear. Além disso, as matrizes
se aplicam ao estudo dos sistemas lineares (conforme veremos neste capitulo),
bem como desempenham um papel decisivo no estudo das transformacoes li-
neares, as quais sao justamente as funcoes estudadas na Algebra Linear. Desta
forma, esses objetos permeiam toda a teoria que estudaremos, razao pela qual
os introduziremos aqui, um tanto brevemente. Nosso propésito, na verdade, é
o de considerar apenas os aspectos mais relevantes acerca de matrizes, os quais
serao indispensaveis a nossa abordagem aos temas dos capitulos posteriores.

1.1 Matrizes e sua Algebra

Consideraremos conhecido e estabelecido o conjunto dos nimeros reais, R,
juntamente com sua estrutura de corpo, a qual é formada por esse conjunto
e suas operacoes usuais de adicao e multiplicacao. Essas operagoes, como se
sabe, tém as propriedades fundamentais de comutatividade, associatividade e
existéncia de elemento neutro e inverso. Além disso, a multiplicacao é distri-
butiva com respeito a adigao.

Sejam m e n dois nimeros inteiros positivos. Uma matriz (real) do tipo
m X n (lé-se: m por n) é uma funcdo A que, a cada par de inteiros (i,j) €
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{1,...,m} x {1,...,n}, associa um numero real a;; = A(1, j).
Considerando-se os nossos propositos, uma matriz sera melhor representada
como uma tabela disposta em m linhas e n colunas, em que a i-ésima linha

é formada pelos reais a;;,...,a;,, e a j-ésima coluna é formada pelos reais
@1j, ..., 0y . Assim, escreveremos:
aipn - Qi
A=
Am1 - Gmn

Os reais a;; que compoem uma matriz A sao ditos as suas entradas. Indi-
caremos, também, uma matriz A do tipo m x n e com entradas a;; por

A= (aij>m><n

ou, simplesmente, A = (a;;). Quando m = n, a matriz A ¢é dita quadrada de
ordem n. O conjunto formado por suas entradas a;; ¢ dito, entao, a diagonal
de A. Uma matriz cujas entradas sao todas iguais a zero chama-se nula e sera
denotada por 0 (independentemente de seu tipo). O conjunto formado por
todas as matrizes reais m x n (respect., n x n) serda denotado por M(m,n)
(respect., M(n)).

A matriz A = (a;;)3x2, em que a;; =i+ j, por exemplo, é:

A:

- W N
Tt = W

Dadas matrizes do mesmo tipo, A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn , juntamente
com um numero real A\, definem-se a adicao A+ B e o produto por escalar

AA por:
A+ B = (aij +bij)mxn € A= (Aij)mxn

ou seja,

ayp +bn - ap, + by Aayp o Aa,
A+ B= : : e M=

am1 + bml 0 Qmn + bmn )\aml ce )\amn
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Quando C' = A + B, diz-se que C' é a soma de A e B. Nesse contexto, os
nimeros reais sao também chamados de escalares e, como no caso da multi-
plicacdo entre nimeros reais, adota-se a notagdo —A para o produto (—1)A.

Exemplo 1.1. Dadas as matrizes
A 3 -1 632{1—5}’

tem-se

-2 3 -2 7

o3 3350051

Considerando-se matrizes A, B e C, todas do mesmo tipo, e A\, i € R,
verificam-se facilmente as seguintes igualdades:

e A+ B=B+ A (comutatividade da adigao);

A+ (B+C)=(A+B)+C (associatividade da adi¢ao);

A+0=A (elemento neutro da adigao);

e A+ (—A)=0 (existéncia do oposto);

AMpA) = (M)A (associatividade da multiplicagao por escalar);
e 1.A=A (elemento neutro da multiplicacdo por escalar).

Além disso, a adicao e multiplicacao por escalar sao distributivas, uma com
respeito a outra, isto é:

e \M(A+ B) =M+ \B;

o (A\+ A=A+ uA.
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Passemos, agora, a multiplicacao de matrizes. Para tanto, consideremos
A = (aij)mxn € B = (bij)nxp, € observemos que o nimero de colunas de A
coincide com o numero de linhas de B. Nesse caso, definimos o produto AB
como a matriz C' = (¢;j)mxp , Cujas entradas sao:

n
Cij = E Qikbg; = anbij + -+ + ainbnj,
k=1

isto é, a entrada c;; da matriz C' = AB é dada pela soma dos “produtos
correspondentes” da i-ésima linha de A com a j-ésima coluna de B, conforme
ilustrado abaixo.

TRREE - by,
|
I2TREEEREE b,;j ....... bun
-all ................. a.ln- i ]
all ....... a"Lk ....... a;n ........... Cl]
_anl ................. CI/?:LTL_ L ]
Por exemplo:
2 3 0 -1 3 20+33 2.(-1)+32 23+3.1 9 4 9
3 4 {3 5 J =13.0+43 3.(-1)+42 33+41| =|12 5 13
4 5 40453 4.(-1)+52 43+5.1 15 6 17

Cabe aqui um comentéario acerca das operagoes com matrizes, sobretudo
pela multiplicacao, a qual define-se de uma forma um tanto inesperada, diga-
mos. Conforme mencionamos a introducao, hd uma associagao natural entre
matrizes e certos tipos de fungoes entre espagos vetoriais, chamadas de transfor-
macoes lineares, sobre as quais sao definidas operacoes de adigao, multiplicagao
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e multiplicacao por escalar. Veremos, entao, no Capitulo 3, que as operacoes
sobre matrizes sao definidas de modo que correspondam as respectivas ope-
racoes com transformacoes lineares. No caso do produto de matrizes, ha a
justificativa adicional de que ele se adequa ao estudo dos sistemas lineares,
conforme constataremos na proxima secao.

A multiplicagdo de matrizes é associativa, bem como distributiva (a direita
e a esquerda) com respeito a adicdo. Mais especificamente, dadas matrizes
A = (aij)mxn , B = (bij)nxp, C = (Cij)pxq> D = (dij)nxp ¢ E = (€ij)mxn , 530
validas as seguintes igualdades:

e A(BC)=(AB)C;

e A(B+D)=AB+ AD;

e (A+ E)\B=AB+ EB.

Provemos, pois, a primeira delas. Com esse propdsito, escrevamos:
® AB = (aj;)mxp © BC = (b};)nxq;

o A(BC) = (mij)mxq © (AB)C = (nij)mxq -

Assim, temos que:

n n p p n
/
mg;; = E aikbkj:E aikg bklclj = E aibi, Ckj
k=1 k=1 I=1 k=1 \i=1
p
!/
= E Qi Clj = Nij
k=1

donde se conclui que A(BC) = (AB)C.

Observacao 1.1. Alertamos para o fato de que, quando duas matrizes A e B
sao quadradas e de mesma ordem, os dois produtos AB e BA estao bem
definidos. No entanto, de modo geral, eles nao sao iguais, isto é, o produto de
matrizes quadradas de mesma ordem nao € comutativo. Quando, excepcional-
mente, ocorre a igualdade AB = BA, dizemos que A e B comutam.
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A associatividade do produto de matrizes, entretanto, nos permite definir,
sem ambiguidade, a n-ésima poténcia de uma matriz A através da igualdade:

A" =AA. . A (n fatores).

Vejamos, agora, alguns tipos especiais de matrizes quadradas.

Exemplo 1.2 (MATRIZES TRIANGULARES E DIAGONAIS). Uma matriz quadrada A =
(@ij)nxn € dita triangular, quando ocorre uma das possibilidades:

a;; =0Vi>j ou a;=0Vi<j.

No primeiro caso, ela é dita triangular superior e, no segundo, triangular in-
ferior. Uma matriz que é triangular superior e inferior é dita diagonal. Note
que duas matrizes diagonais de mesma ordem sempre comutam.

Assim, as matrizes

e —1 1 e 0 O e 0 O
O = 0], 3 m 0 e 0« 0
0 0 V2 2 1 V2 0 0 V2

sao, respectivamente, triangular superior, triangular inferior, e diagonal.

Exemplo 1.3 (MATRIZ IDENTIDADE). A matriz diagonal n X n cujas entradas da
diagonal sao todas iguais a 1 é chamada de matriz identidade de ordem n,
a qual denota-se por I, ou, simplesmente, por /. Tal matriz constitui o ele-
mento neutro da multiplicacao de matrizes quadradas, pois, para toda matriz
quadrada A de ordem n, vale a igualdade:

Al =TA = A.

Exemplo 1.4 (MATRIZES SIMETRICAS). Diz-se que uma matriz quadrada de ordem
n, A = (a;), é simétrica, quando a;; = a; V1 < 4,5 < n. A diagonal de
uma matriz simétrica atua como um “espelho”, tornando o “bloco superior” da
matriz uma reflexao do “bloco inferior”, o que pode ser facilmente constatado
nas seguintes matrizes simétricas:

ERHENE

S NCRRS
|

[\
wWw O w=
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Evidentemente, toda matriz diagonal é simétrica. Um dos resultados mais
importantes da Algebra Linear, o Teorema Espectral, estabelece uma espécie de
reciproca dessa propriedade, uma vez que, segundo esse teorema, toda matriz
simétrica é diagonalizavel. Voltaremos a essa questao ao final deste capitulo,
onde tornaremos isso mais claro.

Dada uma matriz A = (a;;)mxn, a transposta de A, por definicdo, é a matriz
A* = (afj)mm, em que a;; = aj; . Dito de forma simples, a transposta de uma
matriz m x n é a matriz n X m obtida desta permutando-se suas linhas pelas

colunas correspondentes.
1 2

45 6} é a matriz

Por exemplo, a transposta da matriz A = [

1
A* = |2
3

S Ot =

Segue-se diretamente da definicao de transposicao que, para quaisquer ma-
trizes A, B € M(m,n) e A € R, tem-se (vide Exercicio 5)

(A+AB)" = A"+ AB* e (A")"=A. (1.1)
Observe também que uma matriz quadrada é simétrica se, e somente se, é

igual a sua transposta.

1.2 Resolucao de Sistemas Lineares

Dados dois numeros naturais m,n, mn numeros reais a;;, 1 < i < m,

1<j<n,e by, ,b, € R, chama-se o conjunto de equacoes
anTy + aipxs + -+ AQpnTn, = bl
a1 + ATy + - 4+ AT, = by

(1.2)

Am1T1 + GmaZTs + 0+ GppTn = bm
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de sistema linear nas variaveis xy,...,z,. Uma solu¢do do sistema (1.2) é
uma n-upla de nimeros reais, (A1 ,...,\,), que satisfaz cada uma das suas m
equacoes, isto é,

(111)\1 + Cllg)\g + -+ aln)\n = bl
CL21)\1 + a/22)\2 + -+ a2n)\n = b2
Qm1 )\1 + am2)\2 + -+ amn)\n = bm

O conjunto solugdo de um sistema linear é o conjunto formado por todas
as suas solugoes. Note que, considerando-se a matriz A = (a;;)mxn , bem como

X1 by

T b
Xx=|7] e B=| |,

T b

tem-se que o sistema (1.2) equivale & seguinte equagao matricial
AX = B. (1.3)

Nesse caso, dizemos que A é a matriz do sistema (1.2). Quando B = 0, o
sistema (1.2) é dito homogéneo. Observe que todo sistema homogéneo admite
a solucao X = 0, dita trivial.

Neste momento, o qual anunciamos na secao anterior, devemos observar
que a igualdade (1.3) justifica a definigdo do produto de matrizes, uma vez
que ele nos permite reduzir um sistema linear, com intimeras equagoes, a uma
Unica equacao matricial. Como consequéncia, o estudo dos sistemas lineares
simplifica-se consideravelmente, pois finda por resumir-se ao estudo das matri-
zes.

Dado n € R, relembremos que o espaco R" define-se como o produto car-
tesiano de n copias de R. Cada elemento de R™ ¢é, portanto, uma n-upla de
nuimeros reais (z,...,%,), a qual é dita um vetor de R™. Para cada matriz
A = (@ij)mxn , associamos a sua i-ésima linha e a sua j-ésima coluna, respec-
tivamente, os seguintes vetores

U= (an, a2, -+ ,a;,) €R" e v; = (ayj,az, - ,am;) € R™.



§1.2 Resolugao de Sistemas Lineares 9

Cada ¢; é dito um vetor linha de A, e cada v; um vetor coluna de A. Assim,
representamos a matriz A das seguintes formas:

Por exemplo, (1,3, —1), (0,1,2) € R? sao os vetores linha da matriz
1 3 -1
01 207
enquanto (1,0), (3,1), (—1,2) € R? sdo seus vetores coluna.

Definigao 1.1 (SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES). Dois sistemas lineares sao ditos
equivalentes, quando tém o mesmo conjunto solugao.

No que se segue, introduziremos uma técnica de resolucao de sistemas linea-
res que consiste em transformar um sistema dado em um sistema que lhe é equi-
valente e de solucao imediata. Para tanto, dado um sistema linear AX = B,
consideraremos a sua matriz aumentada (A|B), que se obtém posicionando-se
a matriz coluna B a direita da matriz A, isto é,

ap; - ap by
(A|B) =

m1 *° Amn bm

Determinaremos o conjunto solugao de um sistema linear efetuando uma
série de operacoes, ditas elementares, sobre as linhas de sua matriz aumentada.
Sao elas:

(Eq) troca de posigao entre duas linhas ¢; e ¢; ;
(E2) multiplicagdo de uma linha ¢; por um escalar \ # 0;

(E3) substituigdo de uma linha ¢; por ¢; + A¢;, sendo A um real nao nulo.
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Denotaremos as operacoes E;, E; e Eg, respectivamente, por

Defini¢gao 1.2 (EQUIVALENCIA POR LINHAS). Diz-se que uma matriz B é linha
equivalente a uma matriz A, quando B é obtida de A efetuando-se nessa uma
sequéncia de operacoes elementares.

E imediato que qualquer uma das operagoes elementares sobre uma matriz
pode ser invertida, e que essa inversao também é uma operacao elementar.
Especificamente, com a notacao acima, as inversas de E;, Eg ¢ E3 sao, res-
pectivamente,

1

Logo, se B é linha equivalente a matriz A, entdao A é linha equivalente
a matriz B. Melhor dizendo, a relacao de linha-equivaléncia é simétrica. E
facil ver também que a relacao de linha-equivaléncia é reflexiva e transitiva
(verifique!), isto é, a relagdo de linha-equivalécia é uma relagao de equivaléncia
entre matrizes.

Proposicao 1.1. Dois sistemas lineares AX = B e A’X = B’ sdo equivalentes,
se suas matrizes aumentadas (A|B) e (A'|B’) sao linha equivalentes.

Demonstragao. Cada linha da matriz aumentada (A|B) corresponde a uma
equagao do sistema AX = B. Dali, vé-se imediatamente que se (A’|B’) é obtida
de (A|B) efetuando-se nessa uma das duas primeiras operagoes elementares,
entao os sistemas correspondentes sao equivalentes. Quanto a terceira operacao

elementar, basta ver que (Ay,---, ;) é solucdo de
apr1 + o+ AT, = b
(1.4)
ajlxl + -+ ajn:cn = bj

se, e somente se, é solucao de

apry + -0+ Ainln = bz

(1.5)

(ajl + )\aﬂ):cl + -+ (Cljn + )\am):cn = b]' + )\bZ s
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o que se verifica por substituicao direta. [ ]

Exemplo 1.5. Consideremos o sistema

z + 2y =1
3r — Yy = 2,

cuja matriz aumentada é

1 21
3 —1 2|
Efetuando-se nessa matriz a operacao o — £ — 3¢1, obtém-se
1 2 1
0 -7 —11°

Segue-se, entao, da Proposicao 1.1, que o sitema dado é equivalente a

r + 2y = 1
_7y:_17

cuja unica solucao, claramente, é (5/7,1/7).

Note que, nesse exemplo, a operagao realizada sobre a matriz aumen-
tada do sistema resultou na eliminacao da variavel x da segunda equacao,
transformando-a numa equagao linear de uma tunica variavel, donde se obteve
facilmente o conjunto solucao. Esse processo de resolucao de sistemas lineares
nos leva naturalmente ao conceito de matriz escalonada, que introduzimos a
seguir.

Definigao 1.3 (MATRIZ ESCALONADA). Diz-se que uma matriz A = (a;j)mxn €
escalonada, quando cumpre as seguintes condigoes:

i) O primeiro elemento nao nulo de uma linha estd a esquerda do primeiro
elemento nao-nulo da linha subsequente;

ii) As linhas nulas, caso existam, estao abaixo das demais.
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As matrizes,

12 —1 10 2 3 123 45
01 -2 1|, 0115 el015 —-12],
00 3 002 3 000 00

por exemplo, sao escalonadas, enquanto

1 00 -1
012 3
100 O

nao é uma matriz escalonada.

Nao ¢ dificil ver que, efetuando-se adequadamente operacgoes elementares
sobre as linhas de uma matriz, podemos transforma-la numa matriz escalonada
(a esse processo chamamos escalonamento da matriz), isto é, toda matriz é
linha equivalente a alguma matriz escalonada.

Consideremos, por exemplo, a matriz

1 -2 31
2 1 -1 2
4 -3 5 4

Para escaloné-la, operamos sobre suas linhas da seguinte maneira:

1 -2 31 1 -2 31 10 1/5 1
2 1 -1 2["®0 5 —7 0|10 5 -7 0
4 -3 5 4 0 5 —7 0 00 00

em que (1),(2),(3),(4) denotam as seguintes operagoes
2
(1) £2 — 62 — 261 (2) £3 — 63 — 461 (3) 51 — 61 + ggz (4) 63 — 63 — £2 .

Estamos, agora, em condicoes de aplicar o Método de Gauss para resolugao
de sistemas lineares. Ele consiste em escalonar a matriz aumentada (A|B) de
um sistema linear AX = B, transformando-a numa matriz (A’|B’). Como
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resultado, obtém-se o sistema A’X = B’ que, pela Proposicao 1.1, é equivalen-
te ao sistema AX = B. Além disso, o sistema A’X = B’ é de facil resolucao,

uma vez que a matriz (A’|B’) é escalonada.

[lustraremos esse método considerando, inicialmente, o sistema linear

r — 2y + 3z =1
2 + y — =z
dr — 3y + 5z = 4

Observando-se que sua matriz aumentada é a matriz A do exemplo acima,

temos que o sistema dado é equivalente a

T + %z 1
oy — Tz = 0
0 0,

cujo conjunto solucao é

5—z Tz
= = : R R3.
s {( . ,5,z),ze }c

Consideremos agora o sistema

20— vy + 4 = 9
r + y — z + 2t = 7
-r + 2y + z — t = 3

by — 2z + 3t = 13

(1.6)

Procedendo-se como indicado acima (verifique, em cada passagem, quais foram
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as operagoes elementares realizadas), temos

(2 -1 0 4 9 1 1 -1 2 7
1 1 -1 2 7 ~1 4 9
— —
-1 2 1 -1 3 -1 2 1 -1 3
0 4 -1 3 13 0 4 -1 3 13
(1 1 -1 2 7] 1 0 -1 2 L
0 -3 2 0 -5 [ 0-3 2 0 -5
0 3 0 1 10 0 0 2 1 5
| 0 4 -1 3 13 0 0 2 3 2]
1 0 -1 2 & 1 0 -1 2 &
0 -3 2 0 -5 |0 -3 2 0 -5
0 0 2 1 0 0 2 1 5
00 0 P 00 0 1 1

5
13
3
Dessa forma, o sistema (1.6) é equivalente a

T — %z + 2t = 13—6
- 3y + 2z = =5
2z + t = 5

L,

cujo conjunto solugao é S = {(4,3,2,1)}.
Consideremos, finalmente, o sistema

r + 3y =5
2v + 6y =28.

Escalonando-se sua matriz aumentada, conclui-se facilmente que o mesmo é
equivalente a
r 4+ 3y = 5
i
cujo conjunto solucao, evidentemente, é vazio.
No Capitulo 3, voltaremos a discussao sobre sistemas lineares. La, esta-
beleceremos condicoes sobre as matrizes A e B para que um sistema linear
AX = B admita uma ou infinitas solugoes.
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1.3 Inversao e Semelhanca de Matrizes

Nesta se¢ao, introduziremos dois conceitos fundamentais da teoria das ma-
trizes, os quais, dentre outras caracteristicas, determinam uma relacao de equi-
valéncia na classe das matrizes quadradas de mesma ordem. Vejamos, entao,
o primeiro deles.

Defini¢ao 1.4 (MATRIZES INVERTIVEIS). Diz-se que uma matriz quadrada A é

ivertivel, quando existe uma matriz quadrada B, de mesma ordem que A, tal
que AB=BA=1.

Sejam A, B € M(n) como na definigdo acima, e C € M(n), tal que
AC = CA = I. Multiplicando-se, a esquerda, ambos os membros da igualdade
AC = I por B, obtém-se C' = B. Logo, a matriz B é unica, a qual é dita a
inversa de A, e denotada por A7

Observemos que, se A é uma matriz invertivel, entao todo sistema linear
AX = B admite uma tnica solucao, a saber, X = A~!B. Assim, podemos
afirmar que matrizes invertiveis definem sistemas lineares determinados, isto
€, que tém solucao unica.

Exemplo 1.6. Tomemos a matriz

1 2
A=
1 3
e determinemos sua inversa, caso exista. Para tanto, escrevamos
a c|
B =
{ b d -

e consideremos a equacao AB = I, isto é,

1 2 a c] 10
1 3|[bd] |0 1]
a qual resulta nos seguintes sistemas lineares:

{a+2b:16{c—|—2d20

a + 3b =0 ¢ + 3d =1.
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Resolvendo-os, obtém-se a =3, b= —1, c = —2 e d = 1, ou seja,

B=| 3 2|
-1 1
Temos também que

R

Logo, A é invertivel e B é a sua inversa.

Definigao 1.5 (SEMELHANGA DE MATRIZES). Dizemos que duas matrizes quadra-
das n x n, A e B, sao semelhantes, e escrevemos A ~ B, quando existe uma
matriz n X n invertivel, M, a qual cumpre a igualdade AM = M B.

E imediato que a semelhanca entre matrizes é uma relacao reflexiva e
simétrica. Ademais, se A é semelhante a B, e B é semelhante a C, exis-
tem matrizes invertiveis, M, N, tais que AM = MB e BN = NC. Logo,
A(MN) = (MN)C. Porém, sendo M e N invertiveis, temos que M N é inver-
tivel (vide Exercicio 6), donde se conclui que A é semelhante a C' e, portanto,
que a semelhanca de matrizes é também transitiva. Assim, denotando-se por
M(n) o conjunto das matrizes reais n x n, vale o resultado seguinte.

Proposigao 1.2. A semelhanca ~ € uma relagdo de equivaléncia em M(n).

Assim como as operagdes em M (n), o conceito de semelhanga é motivado
pelas relacoes entre matrizes e transformacoes lineares. Nesse contexto, surgem
duas fungoes especiais, o traco e o determinante, as quais sao invariantes em
classes de matrizes semelhantes, isto é, quando duas matrizes sao semelhan-
tes, seus tracgos e determinantes coincidem. Estudaremos os determinantes no
Capitulo 4 (vide, entretanto, Exercicio 20). O trago, por outro lado, é um
conceito mais simples e pode ser considerado agora.

Definigao 1.6 (TrRAGO DE UMA MATRIZ). Chama-se tra¢o de uma matriz qua-
drada, A = (@ij)nxn , & soma das entradas de sua diagonal, isto é,

n
tra(;oA: E Qi = Q11 + -+ Ay -
=1
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Vejamos, entao, que matrizes semelhantes tém o mesmo traco. Para tanto,
tomemos matrizes n x n arbitrarias, A e B, e observemos que

trago (AB) = Z (Z aikbki> = Z (Z bkiaik> = trago (BA). (1.7)

i=1 \k=1 k=1 \i=1
Suponhamos, agora, que A e B sejam semelhantes. Assim, existe uma
matriz invertivel, M, tal que A = M BM~!. Logo,
traco A = traco (M BM ™) = traco (MM ' B) = traco B.
Vale, desta forma, a implicacgao:

A~ B = traco A = trago B.

Exemplo 1.7. As matrizes

SEHRE

sao semelhantes. De fato, procedendo-se como no Exemplo 1.6, verifica-se que

o Ll[3 -1
203 1

é invertivel. Além disso, efetuando-se os produtos AM e BM, obtém-se AM =
M B. (Note que os tragos de A e B sdo, ambos, iguais a dois.)

Diz-se que uma matriz quadrada A é diagonalizdvel, quando é semelhante
a uma matriz diagonal. Em particular, a matriz (simétrica) A do Exemplo 1.7
é diagonalizavel. Conforme mencionamos anteriormente, o Teorema Espectral
afirma que toda matriz simétrica é diagonalizavel. A importancia desse teo-
rema, o qual estabeleceremos no Capitulo 7, deve-se ao fato de que as matrizes
diagonais, sob diversos aspectos, sao as mais simples. Isso pode ser constatado,
por exemplo, quando multiplicamos matrizes diagonais, ou quando calculamos
seus determinantes.
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Exercicios

Secao 1.1

. Mostre que se A é uma matriz triangular superior, entdo A? é também

uma matriz triangular superior.

. Sejam A e B matrizes m X n e n X p, respectivamente. A implicacao

AB=0= A=0o0u B=0

é verdadeira ou falsa? No caso negativo, exiba um contraexemplo.

. Dadas matrizes quadradas de mesma ordem, A e B, mostre que a igual-

dade (A + B)? = A? + 2AB + B? é verdadeira se, e somente se, A e B
comutam.

. Encontre uma matriz A = (a;;)2x2, ndo nula, tal que A? = 0.
. Prove as igualdades (1.1)

. Sejam A e B matrizes m X n e n X p, respectivamente. Prove que

(AB)* = B*A".

. Uma matriz quadrada A é dita antissimétrica, quando A* = —A. Prove

que toda matriz quadrada se expressa como a soma de uma matriz si-
métrica com uma matriz antissimétrica.

. Dadov = (21,...,2,) € R", defina [v] = (z41)nx1 POr T4 = x;, iStO &,
x
[v] =
L,

Sejam A uma matriz m X n, e B uma matriz n X p, tais que

B:[vl vy - vp] e AB:[wl Wy -+ wp}.
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Mostre que vale a igualdade:

(w;| = Alv;] Vi=1,...p.
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Dito de forma simples, as colunas de AB sao as respectivas colunas de

B multiplicadas, a esquerda, pela matriz A.

Secao 1.2

9. Determine o conjunto solucao dos seguintes sistemas lineares:

2) r — 2y — 3z = 0
v + y — 2z = -1

r + Yy + z = 2

b) {22 — y + 32z = 9
r + 2y — z = -3

10. Determine as matrizes A, tais que AB = C, em que

3 1
B = = .
2 2 e C {_1 4}

11. Mostre que é vazio o conjunto solucao do sistema linear:

rT — 2332 + r3 -+ 2.1’4 = 1
Ty + To — Trs + Ty =
r1 + Txg — Dr3 — x4 = 3

12. Seja A a matriz 4 x 4:

1 =21 0
3 —6 2 -1
-2 41 3
0 01 1

Para quais matrizes coluna B, o sistema AX = B tem solucao?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Matrizes Cap. 1

Secao 1.3

1

5 0 } é invertivel e determine sua in-

Verifique que a matriz A = {

3
versa. Em seguida, resolva o sistema AX = B, em que B = { | } .

Prove que, se A e B sao matrizes nxn e A € R, entao sao verdadeiras
as seguintes igualdades:

a) trago (A + B) = trago A + trago B;
b) trago (AA) = Atrago A.

Sejam A, B e C matrizes n X n, as quais cumprem
AB - BA=C.
Mostre que o traco de C' é nulo.

Prove que uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, sua

*

transposta A* ¢ invertivel, e que, no caso afirmativo, (A*)~! = (A71)*.

Mostre que, se A e B sao matrizes n X n, ambas invertiveis, entao AB é
invertivel e vale a igualdade (AB)™' = B~1A~L.

Seja A uma matriz quadrada, a qual cumpre A% — A + I = 0. Mostre
que A é invertivel.

Prove que uma matriz quadrada A nao é invertivel, em qualquer das
seguintes ocorréncias:

a) As entradas de uma de suas linhas sao todas nulas;

b) As entradas de uma de suas colunas sao todas nulas.

Suponha que f: M(n) — R seja uma funcao, tal que f(I)=1e
f(AB) = f(A)f(B) VA, B € M(n).

Prove que:
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a) A~ B = f(A)= [(B);

b) A invertivel = f(A)#0 e f(A™h) =1/f(A).

21
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Espacos Vetoriais

Neste capitulo, introduzimos os espacgos vetoriais, os quais constituem os
principais objetos de nosso estudo. Um tal espago, simplesmente, é uma es-
trutura formada por um conjunto e duas operagoes que possuem certas pro-
priedades, ditas fundamentais. Os espacos euclidianos, os quais considerare-
mos frequentemente, admitem uma estrutura natural de espago vetorial que os
torna, nesse contexto, os exemplos padrao.

Estabeleceremos os conceitos basicos de subespaco vetorial, dependéncia
linear, base e dimensao, e os aplicaremos para obter um critério de inversao
de matrizes. Introduziremos o conceito de soma de subespacos vetoriais e con-
cluiremos, entao, aplicando os resultados obtidos na determinacao do célebre
polinomio interpolador de Lagrange.

2.1 Espacos e Subespacos Vetoriais

Em Fisica, como ¢ sabido, as grandezas sao classificadas em dois tipos, as
escalares e as vetoriais. Essencialmente, grandezas escalares, tais como massa
e carga elétrica, expressam-se (algebricamente) como magnitudes, enquanto
as vetoriais, como forca e aceleragdo, expressam-se (geometricamente) como
segmentos de reta orientados, ditos vetores.

Por exemplo, uma forga que atua sobre um corpo (pontual) é representada
por um vetor cujo comprimento corresponde a intensidade da forca, e cujos
sentido e direcao sao aqueles em que a forca atua. Experimentalmente, verifica-

23
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se que a agao simultanea de duas forcas, F} e Fj, sobre um corpo, equivale a
acao de uma tunica forca F, dita a resultante, que é obtida geometricamente
segundo a regra do paralelogramo (Fig. 2.1).

Figura 2.1: Resultante F' da agéao das forgas F} e F.

Tomando-se coordenadas cartesianas no espaco tridimensional R? com o
ponto de atuagao das forgas na origem (0,0, 0), temos que Fj e F, expressam-
se como ternos de numeros reais, ditos suas coordenadas, isto €,

Fy = (xlaylvzl) € F2 = (x27y2722)-

Verifica-se, entao, que as coordenadas da resultante F' sao precisamente as
somas das coordenadas correspondentes de F; e Fy, de modo que

Fr= (214 22,51 + Y2, 21 + 22). (2.1)

Nesse contexto, o vetor F' é dito a soma dos vetores I e Fj.

Analogamente, dada uma for¢a F' = (z,y, z) em coordenadas cartesianas,
verifica-se que a forga que tem mesma diregao e mesmo sentido (respect., sen-
tido contréario) de F, mas que tem o dobro de sua intensidade, tem coordenadas
(2x,2y,2z) (respect., (—2z, —2y, —22)). Nesse caso, chamamos esse novo vetor
de 2F (respect., —2F'). Assim, de modo geral, define-se

AF = (A\x, \y, Az), A €R. (2.2)
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Algebricamente, o espago R3 é o conjunto dos ternos (z,¥, 2) de nimeros
reais. Desse ponto de vista, as igualdades (2.1) e (2.2) definem operagoes em
R3, as quais chamamos adi¢do (de vetores) e produto (de vetor) por escalar.
Pode-se verificar que essas operagoes herdam as propriedades fundamentais da
adicao e multiplicacao de nimeros reais, a saber, comutatividade, associativi-
dade, distributividade e existéncia de elemento neutro.

Em virtude dessas propriedades, o espaco R® munido das operacoes de
adicao e multiplicagao por escalar consitui uma rica estrutura algébrica, de-
nominada espaco vetorial, a qual fundamenta intimeras teorias, tais como a
Mecanica, em Fisica, ou a Geometria e a Analise, em Matematica.

Desta forma, um espago vetorial pode (e deve) ser visto como uma abstra-
cao do espaco euclidiano R3 como descrito acima. Conforme aludimos anteri-
ormente, o propodsito maior da Algebra Linear é o estudo desses espacos, que
ora iniciamos.

Um espago vetorial (real) é um conjunto V' munido de duas operagoes:

VxV —- V o RxV — V
(v,w) = v4w (A v) — Ao,

chamadas, respectivamente, de adicao e multiplicacao por escalar, as quais
tém as seguintes propriedades:

Pl: u+v=v+u Yu,veV.

P2: (u+v)+w=u+(v+w) Yu,v,we V.

P3: Existe 0 e V, talque v +0=0v Yv € V.

P4: Para todo v € V, existe —v € V, tal que v + (—v) = 0.
P5: \(pw) = (Ap)v.

P6: Lo=v YveV.

P7: Mu+v) =X u+ v VA €ER, u,veV.

P8 A+ pv=+pw VA, pueR, veV.
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Nesse contexto, os elementos de V' sao chamados de wvetores, enquanto os
numeros reais sao chamados de escalares. Um vetor u = v + w ¢é dito a soma
de v e w. Assim, as propriedades (P1) e (P2) expressam, respectivamente, a
comutatividade e associatividade da adi¢ao de vetores. A propriedade (P3),
por sua vez, nos diz que essa adi¢ao possui um elemento neutro 0 € V, o qual
¢ chamado de vetor nulo ou, simplesmente, de zero de V' (vide Exercicio 1).
A propriedade (P4) estabelece que todo vetor de V' possui um oposto com res-
peito a adigao. As propriedades (P5) e (P6) correspondem a associatividade
e existéncia de elemento neutro da multiplicacao por escalar. Finalmente, as
propriedades (P7) e (P8) expressam a distributividade da adigao e da multi-
plicagao por escalar, uma com respeito a outra.

Decorre diretamente das propriedades fundamentais da adicao e multiplica-
¢ao de numeros reais que os conjuntos descritos nos quatro exemplos a seguir,
juntamente com as correspondentes operagoes, sao espacos vetoriais.

Exemplo 2.1 (Os espagos euclidianos). R™ = {(z1, xs,...,x,); x; € R}. Dados
os vetores v = (x1,...,%,), W = (Y1,Y2,---,Yn) € R™ e 0 escalar A € R,
definem-se v + w e Av, respectivamente, por

U+w:(x1+y17-~‘axn+yn) € )\U:(/\l’l,...,Al‘n).

Nesse espago, o vetor nulo é 0 = (0,...,0), e 0 oposto do vetor v = (x1,...,x,)
é vetor —v = (—x1,...,—I,).

Exemplo 2.2 (Os espacos de matrizes). M(m,n) = {matrizes reais m x n}
com as operagoes usuais de adicao de matrizes e multiplicacao de niimero real
por matriz. O vetor nulo desse espago é a matriz nula de M(m,n), isto é,
aquela cujas entradas sdo todas nulas. O oposto da matriz A = (a;;)mxn ¢ &
matriz —A = (—aij)mxn-

Exemplo 2.3 (O espago dos polinémios). O conjunto P[t, R] formado por todos
os polinomios de variavel t e coeficientes em R. As operacoes de adicao de
polinomios e multiplicacao de um nimero real por um polinémio fazem de
P[t,R] um espaco vetorial cujo vetor nulo é o polinémio nulo. Um vetor v €
Plt,R] se escreve como v = ag + a1t + -+ + @, 11" + ant™, a; € R, e o seu
oposto é o vetor —v = —ag — a1t — -+ — Ap_1t" ' — a,t".
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Exemplo 2.4 (Os espagos de fungies). O conjunto F (A, R) formado por todas
as fungoes f : A — R, em que A é um conjunto arbitrario. Dados f,g €
F(A,R), definem-se f +ge A\f, A € R, por

f+g: A — R o M A — R
x = f(x)+g(x) r = Af(x).

A fungao identicamente nula de A em R é o vetor nulo de F(A,R) e, dado
f € F(A/R), seu oposto é a fungdo —f que, a cada = € A, associa o real

—f(z).

Proposicao 2.1. Dado um espago vetorial V, valem, para quaisquer A\ € R e
v €V, as sequintes iqualdades:

i) Ov=0.
ii) \0 = 0.
iii) —v = (—=1)w.

Demonstragao. De fato, 0v = (0 + 0)v = Ov + Ov, isto é, Ov = 0v + Ov.
Adicionando-se —0v a ambos os membros dessa ultima igualdade, obtém-se
Ov = 0, o que prova (i). De modo inteiramente andlogo, prova-se (ii). Da igual-
dade (i), temos que 0 = O0v = (—1+1)v, donde (—1)v+v = 0. Adicionando-se,
entdo, —v a ambos os membros, obtém-se —v = (—1)v, o que prova a igualdade
(ili) e conclui a demonstragao. |

Note que a propriedade (iii) na proposigao acima implica na unicidade do
vetor oposto e nos sugere definir a diferenca

u—v=u-+(—v).

Defini¢ao 2.1 (suBespaco vETORIAL). Um subconjunto W C V' de um espago
vetorial V' é chamado de subespago vetorial (ou simplesmente subespago) de V,
se cumpre as condigoes seguintes:

i) 0 € W;
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ii) uw+v €W sempre que u,v € W;

iii) \u e WVAXeRueW.

E imediato que V e {0} sdo subespagos de V. Eles sdo ditos subespacos
triviais. O subespago {0} é também dito nulo. Note que todo subespago
vetorial € um espago vetorial.

Exemplo 2.5. Verifiquemos que W = {(z,y) € R?; x = y} é um subespaco
vetorial de R?. Com efeito, claramente, 0 = (0,0) € W. Ademais, dados
u = (21,41), v = (T2,92) € W, temos que z; = y; ¢ T3 = y2. Logo, x1 + 25 =
Y1 + Y2 e, para todo A € R, A\xy = Ay, donde u+v = (x1 + 22,91 +y2) € We
Au = (Axy, \y2) € W. Portanto, W é um subespago vetorial de R?.

No exemplo acima, podemos observar que, geometricamente, W é uma reta
r do plano R? (aquela de equagao cartesiana y = x) que passa pela origem do
mesmo. Tomando-se uma equacao paramétrica de r, vemos que

W={veR? v=1t(1,1),t € R},

isto 6, W é o conjunto de todos os multiplos®” de (1,1). Dessa forma, podemos
dizer que o vetor (1,1) determina o subespaco vetorial W (Fig. 2.2).

Exemplo 2.6. A reta R = {(z,y) € R*; x +y + 1 = 0} nio contém o vetor
nulo, portanto nao ¢ um subespaco de R%. A pardbola

P={(z,y) eR?; y =2}

tampouco ¢ um subespaco de R?, pois nem a adicao, nem o produto por escalar
sao fechados em P. Com efeito, u = (1,1) e v = (2,4) pertemcem a P, porém
u+v=(3,5) & P (pois 5 # 3?) e, para todo A diferente de 0 e de 1, A\u =
(A\,A\) ¢ P. Na verdade, conforme verificaremos, os unicos subespagos nao
triviais de R? sdo as suas retas que contém a origem 0 = (0, 0).

)Um vetor w é um maltiplo de outro vetor v, se existe A € R, tal que w = Av.
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Figura 2.2: Subespago W gerado pelo vetor (1,1).

Exemplo 2.7. Seja W o seguinte subconjunto do espaco R? :
W= {(z,y,2) €R*; 22 +y — 2z =0}

E imediato que o vetor nulo 0 = (0,0,0) pertence a W. Além disso, dados
u = (1,91,21) € v = (Ta,Yys, 22) em W, temos que 2x; +y; — 21 = 0 e 225 +
Yo — 2o = 0. Adicionando-se essas igualdades membro a membro, obtém-
se 2(xy + xa) + (1 + y2) — (21 + 22) = 0. Além disso, multiplicando-se a
primeira delas por A € R, tem-se 2(Az1) + (Ay1) — (Az1) = 0. Dessa forma,
u+v = (x1+ T2, Y1 + Y2, 21+ 22) € Au = (Axq, \xa, Axs) sdo vetores de W. Logo,
W é um subespaco vetorial de R3.

E sabido que o conjunto W do exemplo anterior ¢ um plano de R3 que
contém a origem (0,0, 0). Tomando-se, por exemplo, os vetores v; = (0,1,1) e
ve = (1,0,2), de W, obtém-se uma representagao paramétrica do mesmo, qual
seja, W = {v € R3; v = \jv1 + A, A1, Ay € R}. Assim, podemos afirmar
que os vetores v; = (0,1,1) e vo = (1,0,2) determinam o subespago W.

Os Exemplos 2.5 e 2.7 motivam introduzir o conceito de subespaco gerado
(por um conjunto de vetores). Com essa terminologia, temos, no Exemplo 2.5,
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que W é o subespago gerado pelo vetor (1, 1), enquanto no Exemplo 2.7, W
¢ o subespago gerado pelos vetores (0,1,1) e (1,0,2). A fim de tornar essa
ideia mais precisa, consideraremos primeiramente o conceito fundamental de
combinagao linear de vetores.

Defini¢ao 2.2 (COMBINACAO LINEAR). Diz-se que um vetor v de um espago ve-
torial V' é uma combinacao linear dos vetores vy ,...,v, € V, quando existem
escalares A\i,..., A\, € R, tais que

U:)\1U1+/\2U2—|—"'+)\n1}n.

O vetor (1,2) € R?, por exemplo, é uma combinacao linear dos vetores
vy = (1,0) e vo = (0,1) de R?, pois (1,2) = 1(1,0) + 2(0,1). Note que todo
vetor v = (z,y) € R? tem essa propriedade, ja que

(z,y) = 2(1,0) + y(0,1) V(z,y) € R*.

Exemplo 2.8. Verifiquemos que, em R?, o vetor (2, —3) é combinagao linear dos
vetores (1,—1) e (2,1). Para isso, devemos encontrar escalares A1, Ay, tais que
(2,-3) = Ai(1,—1) + Xa(2,1) = (A1 + 2X2, = A1 + A2). Sendo assim, devemos
ter Ay +2 oy =2 e —A; + Ay = =3, isto é, \; =8/3 e \y = —1/3. Logo, vale a

seguinte igualdade:

(2,-3) = 2(1, —1) — é(?, 1).

Exemplo 2.9. Consideremos em M(2) os vetores

10 01 0 0 0 0
11 |:00:|7 12 |:00:|a 21 |: :|7 22 |:01:|

Dado um vetor A = {a b
c d

R PR P R B R P

donde se conclui que todo vetor A € M(2) é combinacao linear dos vetores
Eij, 4,7 € {1,2}.

} € M(2), tem-se
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Exemplo 2.10. Segue-se diretamente da definicao de polinomio que todo vetor

v € P[t,R], de grau n, é uma combinacao linear dos vetores 1,¢,...,t".
Observacgao 2.1. O conceito de combinacao linear pode ser usado para reinter-
pretar o produto de uma matriz A = (a;;)mx, por uma matriz coluna X = [v],
em que v = (1,...,2,) ¢ um vetor de R" (vide Exercicio 8 — Cap. 1).
Com efeito, indicando-se por vy,...,v, € R™ os vetores coluna de A, isto
é, escrevendo-se

tem-se, pela definicao de produto de matrizes, que

1121 + - + A1pTy
AX = Av] = : = (o] + -+ X)) .

(11 + -+ Qmndn

Logo, o produto de uma matriz A € M(m xn) por uma matriz coluna X €
M(n x 1) é uma combinagdo linear dos vetores coluna de A, cujos coeficientes
sao as correspondentes entradas de X.

Proposicao 2.2 (COMBINACOES LINEARES E SUBESPACOS). Sejam V' um espaco ve-
torial e vy, ..., v, vetores de V. Considere o conjunto W formado por todas as
combinacoes lineares desses vetores, isto €,

W={veV;v=Av+- -+ \v,, \; € R}.
Entao, W € um subespaco vetorial de V.

Demonstracao. Temos que 0 = Qv + --- + Ov,, isto é, 0 € W. Tomemos
U = vy + -+ Upty € v = Avy + -+ + A\u, em W, e observemos que
u+v = (1 + A)vy + -+ + (fn + A\n)v, € W Ademais, para todo A € R,
Av = (A\)vy + -+ + (A\,)v, € W. Logo, W é um subespago de V. |
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Definigao 2.3 (suBEspAco GERADO). O subespago W da Proposigao 2.2 é cha-
mado de subespaco gerado pelos vetores vy, ...,v,, o qual denotaremos por
ger{vy,...,v,}. Assim,

ger{vy,...,vt ={veViv=ANv +---+ Ao, A € R}

Pelo Exemplo 2.7, bem como pelas observacoes feitas apds o mesmo, temos
que ger{(0,1,1),(1,0,2)} = {(z,y,2) € R¥; 2z +y — 2 = 0} C R>. Segue-se
também de consideracoes anteriores que ger{(1,0),(0,1)} = R% Note ainda
que os vetores vy, Vg, U3, v4 do Exemplo 2.9 geram M (2).

Essencialmente, a tnica operagao entre conjuntos que é fechada na classe
dos subespacos vetoriais é a intersecao, conforme a proposicao seguinte.

Proposigao 2.3 (INTERSECAO DE SUBESPACOS). Sejam U e W subespacos de um
espaco vetorial V. Entao, U N W € um subespaco de V.

Demonstracao. Temos, pela definicao de subespago vetorial, que 0 € U e 0 €
W. Logo, 0 € UNW. Sejam u,w € UNW e XA € R. Entao, u,w € U, o que
nos dd u +w € U e A\u € U, ja que U é um subespaco de V. Analogamente,
u+w €W e lu € W. Dessa forma, u+w € UNW e Au € UNW, donde se

conclui que U N'W é um subespago vetorial de V. |
Proposigao 2.4. Seja {vy,...,v,} um subconjunto finito de um espaco vetorial
V. Se w € ger{vy,...,v,}, entdo ger{vy,..., v, w} = ger{vy,,..., v}
Demonstra¢ao. Dado v = Muvy + -+ + A\, € ger{vy,...,v,}, podemos es-
crever v = Mv; + -+ + A\, + Ow, donde v € ger{vy,...,v,, w}. Logo,
ger{vy,,..., v, w} D ger{vy,,...,v,}.

Agora, uma vez que w € ger{v,...,v,}, existem escalares A\, Ag,..., A\,
tais que w = A\vy + -+ + \yu, . Dado, entao, v € ger{vy,...,v,,w}, sejam
(1, - - -, [ineq escalares tais que v = pyvy + -+ - + Uy, + fpiw. Assim, temos

Vo= vp o g Un F (Ao o Auy)
= (1 + fnrrA)vr + -+ (B + g1 An)Vn
donde se infere que v € ger{vy,...,v,}. Logo, vale a inclusao
ger{vy, ..., vy, w} C ger{vy,...,v,},

de modo que ger{v ,,...,v,,w} = ger{vy,,..., v, }. |
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2.2 Dependéncia Linear

No que diz respeito a subespacos gerados, a Proposicao 2.4 da se¢ao anterior
nos leva a concluir que, num conjunto A de geradores de um tal subespaco,
pode haver vetores “obsoletos”, isto é, o conjunto obtido de A por exclusao
desses vetores gera o mesmo subespaco que A. Nosso objetivo, agora, serd o
de determinar condi¢oes que, ao serem verificadas, nos permitirao decidir se ha
ou nao vetores obsoletos num conjunto de geradores de um subespago vetorial.
I[sso nos leva a nocao de dependéncia linear de vetores.

Consideremos, inicialmente, o espaco R2.

Lema 2.1. Sejam v = (a,b) e w = (c,d) vetores nio nulos de R?. Entdo, v é
multiplo de w se, e somente se, ad — bc = 0.

Demonstracao. Com efeito, se existe A\ € R satisfazendo v = Aw, entao A # 0,
pois v, w # 0. Além disso, devemos ter a = Ac e b = Ad. Logo,

ad — bc = (Ae)d — (Ad)c = 0.

Reciprocamente, suponhamos que ad — bc = 0 se cumpra. Como v e w sao
nao nulos, temos que a # 0 ou b # 0 e ¢ # 0 ou d # 0. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que d,b # 0 e fagamos A\ = b/d. Nesse caso, segue-se da
hipotese que a = Ac. Assim,

v=(a,b) = (Ac, \d) = (¢, d) = \w,
donde se infere que v é multiplo de w. [ |

Proposigao 2.5. Sejam v = (a,b) e w = (¢, d) vetores nao nulos de R%. Entdo,
ger{v,w} = R? se, e somente se, v ndio € miltiplo de w.

Demonstragdo. Suponhamos que ger{v,w} = R% Entao, para todo vetor u =
(z,y) € R? existem escalares A,y satisfazendo u = v + pw. Dali, tem-se
x = Aa+ pc ey = Ab+ pd. Multiplicando-se a primeira destas equagoes
por —b, a segunda por a e adicionando-as, obtemos —bx + ay = p(ad — be).
Fagamos, agora, u = (—b, a). Teremos, entao, a*+b* = pu(ad—bc). No entanto,
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v = (a,b) # 0, isto é, a® + b* > 0. Segue-se que ad — bc # 0 e, pelo Lema 2.1,
que v nao é multiplo de w.

Reciprocamente, suponhamos que v = (a,b) nao seja multiplo do vetor
w = (c,d), isto é, que ad — bc # 0. Dado entao v = (z,y) € R?, tomando-se

dr — cy ay — bx
e ==
ad — be’

A= ———

ad — bc
verifica-se facilmente que u = \v + pw, isto é, u € ger{v,w}. Uma vez que u
é arbitrario, segue-se que ger{v, w} = R |

Segue-se das Proposicoes 2.4 e 2.5 que, se v,w € R? sao nao-nulos e um ¢é
miiltiplo do outro, entao ger{v,w} = ger{v} = ger{w} G R?. Nesse caso, v e
w satisfazem a relacao v — A\w = 0 para algum escalar A\. Por outro lado, se
ger{v,w} = R? a tinica relacdo entre os vetores v e w do tipo

AU+ pw =0 (2.3)

¢ aquela em que A = p = 0. De fato, se tivéssemos, digamos, \ # 0, resularia
de (2.3) que v = —fw, o que contradiria a Proposicao 2.5.
Essas consideragoes motivam a definicao que se segue.

Definigao 2.4 (DEPENDENCIA LINEAR). Seja A = {vy,...,v,} um conjunto de n
vetores de um espago vetorial V. Uma combinacao linear desses vetores,

AMvr+ -+ A\, =,

é dita nula, se o vetor resultante v for o vetor nulo. Uma combinacao linear nula
Avr + -+ A\, = 0 é dita trivial, se todos os escalares A\; forem nulos, caso
contrario, ela é dita nao trivial. Diz-se, entao, que o conjunto A é linearmente
dependente (LD), quando existe uma combinagdo linear nula e nao trivial de
seus elementos. Caso contrario, ele é dito linearmente independente (LI).

Sejam v e w vetores de um espaco vetorial V. Se v for multiplo de w, entao
{v,w} serda LD. Com efeito, nessas condigoes, existe um escalar \, tal que



§2.2 Dependéncia Linear 35

v = lw, isto é, v — Aw = 0. J& o conjunto {(1,0),(0,1)} C R? é LI, pois
considerando-se uma combinacao linear nula de seus elementos,

A(L,0) +p(0,1) = (0,0),

teremos (A, ) = (0,0), implicando A = p = 0. Assim, a unica combinagao
linear nula possivel de (1,0) e (0,1) é a trivial, donde {(1,0), (0,1)} é LI.

Exemplo 2.11. Dados vetores nao nulos vy, ...,,v, € V, temos que o conjunto
A={0,v1,...,v,} é LD. De fato, para todo A # 0,

A0+ 0vy +0vg + -+ 0v, =0

¢ uma combinacao linear nula e nao trivial dos vetores de A.

Exemplo 2.12. Consideremos A = {(1,2,—1),(1,0,1),(0,—1,1)} C R? e veri-
fiquemos se esse conjunto é LI ou LD. Para tanto, tomemos uma combinagao
linear nula de seus elementos

x(1,2,—-1) +y(1,0,1) + 2(0,—1,1) = (0,0,0).

Dai, resulta o seguinte sistema linear

T + y 0
2z -z =0
- +y + z =0

Resolvendo-o, verifica-se que qualquer terno (x,—z,2x) é uma solucao do
mesmo. Tomando-se, entao, x # 0, obtém-se uma combinacao linear nula
e nao trivial dos vetores de A, qual seja,

z(1,2,—1) — x(1,0,1) + 22(0,—1,1) = 0.
Logo, A é linearmente dependente.

Procedendo-se como no exemplo acima, obtém-se facilmente o resultado
seguinte (vide, também, Exercicio 8).
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Proposi¢ao 2.6. Dado um subconjunto finito C = {vy,...,v,} C R™, seja
A = [vy---v,] a matriz m X n cujos vetores coluna sao os elementos de C.
Entao, C é LI se, e somente se, o sistema linear homogéneo AX = 0 admite
apenas a solucao trivial.

Exemplo 2.13. Sejam f, g : R — R as fungoes cosseno e seno, isto é, f(z) =
cosx e g(x) = senz. O conjunto A = {f, g} ¢ LI no espago de fungoes F (R, R).
De fato, dada uma combinagcao linar nula de f e g, Af + pug = 0, devemos ter,
para todo x € R,

Acosx + psenz = 0.

Fazendo-se x = 0 e, em seguida, z = /2, obtém-se A = y = 0. Logo, A é um
conjunto LI de vetores de F(R,R).

Verifiquemos, nas proposigoes seguintes, algumas propriedades basicas de
conjuntos LI e LD.

Proposigao 2.7. Sejam A C B C C subconjuntos finitos de um espaco vetorial
V. Entao, sao verdadeiras as sequintes afirmagcoes:

i) A serd L1, se B for LI;
ii) C serda LD, se B for LD;

isto €, todo subconjunto de um conjunto LI é LI, e todo conjunto que contém
um conjunto LD ¢é LD.

Demonstracgao. Fagamos A = {vy,...,vx}, B = {v1,..., 0k, Ukt1,---,Um} €
C = {v1, Uk, Vki1y oy Uy U1y - - -, Un }, €m que k& < m < n. Suponha-
mos que B seja LI e tomemos uma combinagao linear nula dos vetores de A,
Av1 + -+ Apvp = 0. Se algum dos \;’s fosse diferente de zero, teriamos uma
combinacao linear nula nao trivial dos elementos de B, a saber,

)\lv1+--~—|—/\kvk+0vk+1+-~-—i—0vm:O,

contrariando o fato de B ser LI. Segue-se que cada A; é nulo e, portanto,
que A é LI, o que prova (i). Quanto ao item (ii), suponhamos que B seja
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LD. Entao, existe uma combinacao linear nula e nao trivial dos vetores de B,
A1 + - 4+ Ay, = 0. Dessa forma,

MU+ -+ Ao + 0y + -+ 00, =0

¢ uma combinacao linear nula e nao trivial dos vetores de C, donde se infere
que C é LD. [ |

Proposicao 2.8. Um subconjunto finito de um espaco vetorial V é LD se, e so-
mente se, um de seus vetores se expressa como combinacao linear dos demazis.

Demonstragao. Seja A = {vy,...,v,} C V um subconjunto finito de V. Su-
pondo-se que o mesmo seja LD, tomemos uma combinagao linear nula e nao
trivial de seus vetores,

Avr+ -+ Ao, = 0. (2.4)

Entao, para algum i € {1,2,...,n}, tem-se \; # 0. Dai e da igualdade (2.4),
obtém-se

o )\lv /\i—lv /\i-i—lv /\nv
i =~ U1~ Vi1 — ——Vit1 " — Up
Ai Ai Ai Ao
isto é, v; é combinacao linear de vy, ..., v;_1,Vir1,-..,Up.
Suponhamos agora que, para algum i € {1,2,...,n}, tenha-se

Vi = MU+ N1 F A1V o A0,
Dai, obtém-se a combinacao linear nula e nao trivial
Avr + -+ A0 — v+ A + 0+ Ay = 0,
donde se infere que A = {vq,...,v,} é LD. [ |

O conceito de dependéncia linear pode ser facilmente estendido a subcon-
juntos infinitos de um espago vetorial V. Basta dizer que um tal conjunto é LI,
se qualquer um de seus subconjuntos finitos é LI no sentido da Defini¢ao 2.4.
Caso contrario, diz-se que este conjunto é LD. Deixamos a cargo do leitor a
tarefa de verificar que o conjunto

A= {1t .. " ")

é LI no espago dos polinomios, P[t, R].
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2.3 Bases — Dimensao

Nesta secao, consideraremos subconjuntos de espacos vetoriais, os quais
chamamos de base, que possuem duas caracteristicas: sao linearmente inde-
pendentes e geram o espago vetorial que os contém. Constataremos, entao, que
duas bases finitas quaisquer de um espaco vetorial V' tém, necessariamente, o
mesmo numero de elementos, o qual chamamos dimensao de V.

Muitas propriedades de um espaco vetorial sao verificadas através de suas
bases. Isto se d&, especialmente, quando do estudo de aplicagoes entre espagos
vetoriais, conforme constataremos nos capitulos subsequentes.

Defini¢ao 2.5 (BASE - DIMENSAO FINITA). Um subconjunto B C V' de um espago
vetorial V' ¢é dito uma base do mesmo, se:

i) B é LI;
i) gerB=1V.

Diz-se, entao, que V tem dimensao finita, quando contém uma base finita.
Caso contrario, diz-se que V' tem dimensao infinita.

Para estabelecer o principal resultado desta se¢ao (Teorema 2.1), usaremos
a proposicao abaixo, que refina o resultado da Proposicao 2.8.

Proposigao 2.9. Seja A = {vq,...,v,} um conjunto de vetores nao nulos de um
espago vetorial V. Entao, A é LD se, e somente se, para algum k € {2,...,n},
o vetor vy € uma combinacdo linear de vy, ...,V _1 .

Demonstra¢ao. Suponhamos que A seja LD. Defina k € {2,...,n} como o
menor inteiro para o qual o conjunto {vq,vs,...,vx} é LD (note que, se v;
fosse o vetor nulo, um tal k£ nao existiria). Dessa forma, existe uma combinagao
linear nula e nao trivial de vy, ..., vy,

A1U1+"'+/\k1}k20.

Além disso, devemos ter A\ # 0, caso contrario \jv; + - -+ A\p_1v5_1 = 0 seria
uma combinacao linear nula e nao trivial de vy,...,vir_1, 0 que, juntamente



§2.3 Bases — Dimensao 39

com a Proposicao 2.8, implicaria que estes vetores sao LD, contrariando, dessa
forma, a defini¢ao de k. Segue-se que A\, # 0 e, portanto, que

k N " k—1 s
isto é, vy é combinagao linear de vq,...,v_1 .
Reciprocamente, suponhamos que, para algum k € {2,...,n}, tenha-se
v € ger{vy,...,vg_1}. Nesse caso, pela Proposicao 2.8, {vq,...,v5_1, 05} é
LD. Logo, pela Proposicao 2.7-(ii), A = {v1,..., vk, ..., v,} é LD. [
Corolario 2.1. Sejam V um espago vetorial e A = {vq,...,v,} CV um sub-
conjunto LI. Nessas condigoes, se v € V — ger A, entao {vy,...v,,v} € LL

Demonstragao. Pela Proposicao 2.9, nenhum dos vetores v; é combinagao li-
near dos anteriores, uma vez que A é LI. Além disso, por hipdtese, v nao é
combinagao linear dos vetores de A. Logo, pela Proposicao 2.9, {vy,...v,,v}
é linearmente independente. [ |

O teorema a seguir, cujo argumento é devido a P. Halmos, nos permitira
introduzir um dos conceitos fundamentais da Algebra Linear, o de dimensao.

Teorema 2.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Entao, a quan-
tidade de elementos de um conjunto LI, de V, nunca excede a de um conjunto

de geradores desse espaco. Mais precisamente, se A = {vy,...,v,} CV € LI,
e B={w,...,w,} geraV, entio, m > n.

Demonstragao. Consideremos o conjunto B’ = {v,, w1, ..., w,}. Uma vez que
B gera V, temos, em particular, que v, € ger{wy, ..., w,}. Logo, pela Proposi-

¢ao 2.8, B’ é LD. Entao, pela Proposicao 2.9, um dos vetores w; , de B’, é uma
combinacdo linear dos anteriores a ele em B’. Segue-se, entao, da Proposicao
2.4 e do fato de B’ gerar V' (ja que B gera V'), que

Bl = {vn,wl, vy Wi, Wiy - - - ,U)m}
gera V. Consideremos agora o conjunto

/
Bl = {vnflavnawh sy Wie1, Wi,y - - 7wm}-
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Como anteriormente, B} é LD e gera V. Sendo assim, podemos proceder de
modo analogo e obter

By = {Un—lavn;wh sy Wi 1, Wig1y - - - W1, Wig1y - - 7wm}7

tal que ger B, = V.

Repetimos esse processo (de se retirar um elemento de B a cada elemento
de A acrescentado) até que nao haja mais v;’s a acrescentar (o0 que ocorrera se
m > n) ou w;’s a retirar (o0 que ocorrerd se m < n).

Dessa forma, se tivéssemos m < n, fazendo-se k = (n — m) + 1, termi-
narfamos com um subconjunto préprio de A, {vg,...,v,}, o qual geraria V.
Em particular, cada um dos vetores vy, ..., vx_1 seria uma combinacao linear
de v, ..., v, , contrariando o fato de A ser LI. Segue-se desta contradicao que
devemos ter, necessariamente, m > n, como queriamos demonstrar. |

Corolario 2.2. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial de dimensao finita
téem a mesma quantidade de vetores.

Demonstracao. Com efeito, suponha que A e B sejam bases distintas de um tal
espaco vetorial, com m e n elementos, respectivamente. Uma vez que, ambos,
A e B, sao LI e geram V, pelo Teorema 2.1, devemos ter m > n e n > m,
donde m = n. [ |

Defini¢ao 2.6 (pmvENSAO). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. A
dimensao de V, que serd denotada por dim V| define-se como o ntimero de ele-
mentos de uma qualquer de suas bases. O espago vetorial nulo, por convencao,
tem dimensao 0.

Os vetores
er =(1,0,...,0), eo =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...1),

claramente, formam uma base de R, dita a base canonica desse espago. Segue-
se que dimR"™ = n. Pode-se verificar facilmente também que os vetores £j;,
i,j € {1,2}, definidos no Exemplo 2.9, constituem uma base de M(2), donde
se infere que dim M (2) = 4.
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Mais geralmente, dados i € {1,...,m} e j € {1,...,n}, defina a matriz
E;; € M(m,n) como aquela cuja j-ésima coluna ¢ o i-ésimo vetor e; da base
canonica de R", e cujas demais colunas sao todas nulas. Como no caso m =
n = 2, verifica-se facilmente que

B={Ej;i=1,...,m, j=1,...,n}
¢ uma base de M(m,n). Logo, vale a igualdade
dim M(m,n) = mn.

Dada uma base B = {vy,...,v,} de um espago vetorial V' de dimensao n,
para todo v € V, os escalares \q, ..., A\, que cumprem a igualdade

v=MNU1+ -+ AU

sao unicos. Eles sao ditos as coordenadas de v com relacao a base B. Para
constatarmos isso, suponhamos que

V= U1+ -+ UpUn.
Nesse caso, devemos ter
A+ Agtp = vt i

donde (A — p1)vy + -+ -+ (A — pn)vn, = 0. Uma vez que B é LI, segue-se que
M — g ==X, — p, = 0. Logo, \; = ; Vi € {1,...,n}.

Exemplo 2.14. O conjunto B = {(1,1),(—1,1)} é uma base de R? (verifique!).
Dado um vetor (x,y) € R? determinemos suas coordenadas com respeito a

essa base. Assim, buscamos escalares A\, u € R, os quais cumpram (x,y) =
AL, 1) + p(—1,1), isto é, A e p sdo as varidveis do sistema:

{)\—u:x
A+ opo= vy,

cuja solugdo é A = (z +y)/2 e u = (x — y) /2. Dessa forma, temos

Tty
2

r—y

(1,1) +

(2,y) = (—1,1).
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Exemplo 2.15. No espaco R3, as retas que contém a origem 0 = (0,0,0) sdo
os subespacos de dimensao 1, enquanto os planos que contém 0 sao seus su-
bespacos de dimensao 2. Esses sao todos os subespacos nao triviais de R3.

Exemplo 2.16. Seja W C M(2) o conjunto das matrizes quadradas de ordem
2 que tem traco nulo. Entao, todo elemento de W se escreve como:

{a b],a,b,ceR.
c —a

Além disso, vale a seguinte igualdade:

F R P R R

Logo, W é o subespago de M(2) gerado pelo conjunto

s={[s 2] [0 o] [8 0]}

Pode-se verificar facilmente que B é também LI. Dessa forma, B é uma base
de W, donde se infere que dim W = 3.

De forma andloga, mostra-se que o conjunto formado pelas matrizes qua-
dradas de ordem n que tém traco nulo é um subespaco de M(n), cuja dimensao
én—1.

Proposigao 2.10. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n > 0. Entdao, sao
verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) Todo subconjunto finito de V' com mais de n vetores é LD;
ii) Todo subconjunto LI de V' que possui n vetores é uma base de V;

iii) Todo subespaco W de V' € de dimensdo finita, e cumpre dim W < dim V,
em que a iqualdade ocorre se, e somente se, V = W,

iv) Para todo subconjunto LI, {vy,...,vx} CV, 1 <k < n, existem vetores
Ukt s -« 5 Un, tais que {vy, ..., 0%, ..., 0} constitui uma base de V' (isto
€, todo subconjunto L1, de V, pode ser “completado” de modo a formar
uma base).
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Demonstragao. (i) Seja A um subconjunto finito de V' com mais de n vetores.
Se A fosse LI, teriamos uma contradi¢cdo com o Teorema 2.1, pois toda base
de V' tem n elementos e gera V. Logo, A é LD.

(i) Consideremos um conjunto LI, B = {vy,...,v,} C V. Se B nao gerasse
V, existiria um vetor v € V, tal que v ¢ ger B. Pelo Corolario 2.1, o conjunto
{v1,...v,,v} seria LI, contradizendo (i). Dessa forma, B gera V' e, portanto,
¢ uma base desse espaco.

(iii) Se o subespago W nao fosse de dimensao finita, ou tivesse dimensao
finita e maior que dim V, existiria um conjunto LI, {wy ,...w,,} C W, tal que
m > n, o que contradiz (i). Assim, W tem dimensao finita e dim W < dim V.
Ocorrendo a igualdade, tem-se, por (ii), que toda base de W é também uma
base de V, implicando que V' = W. A reciproca é imediata.

(iv) O conjunto {vy,...,v} C V, sendo LI, ndo pode gerar V| senao te-
riamos uma base de V com menos de n vetores. Logo, existe vyy; € V —
ger{vy, ..., v}, donde {vy,..., v, 0541} é LI Procedendo-se indutivamente,
obtém-se um conjunto LI, {vy,... vk, ...,v,}, 0 qual, por (ii), constitui uma
base de V. [ |

Exemplo 2.17. Consideremos B = {(1,—1,1),(0,1,2),(1,0,—2)} C R? e de-
notemos por A a matriz cujas colunas sao os vetores de B. Resolvendo-se o
sistema linear homogéneo associado, AX = 0, verifica-se que o mesmo admite
apenas a solucao trivial, donde se infere que B é LI. Uma vez que a dimensao
de R? é 3, segue-se da Proposicao 2.10-(ii) que B é uma base de R3.

Adotemos a seguinte notagao: Um vetor v de um espago vetorial V. cujas

coordenadas com respeito a uma base B = {vy,...v,} de V sdo xy,...,x,,
serd indicado por (x1, ,...,z,)5, isto é, valem, por definigao, as igualdades:
V= (1, .., Tn)B = T101 + ++ + TpUy.

Como vimos fazendo, omitiremos a indicagao de B quando esta for a base
canonica de R™.

Exemplo 2.18. Constatamos no Exemplo 2.14 que um vetor v de R?, cujas

coordenadas com respeito & base candnica sao x e y, tem w—;y e 5% como
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coordenadas com respeito a base B = {(1,1),(—1,1)}. Nesse caso, escrevemos

r+y r—y
B

Nos sera conveniente, também, associarmos a v € V uma matriz coluna

[v]s, cujas entradas sao suas coordenadas com respeito a base B, isto é,

[vls =

Tn

No caso em que V' = R" e B é a sua base canonica, denotamos [v]z sim-
plesmente por [v] (vide Exercicio 8 — Cap. 1).

Segue-se diretamente da unicidade das coordenadas de um vetor com res-
peito a uma base, bem como das propriedades da adicao e multiplicagao por
escalar em V., que a correspondéncia

veV & [vp e M(n,1)
¢ biunivoca, e cumpre as seguintes igualdades:
o [u+ vl = [ulg+ [v]s;

[ [)\U]B = )\[U]B

2.4 O Posto de uma Matriz

Nesta se¢ao, temos como objetivo desenvolver um método que nos permita
extrair uma base de um conjunto de geradores de um subespaco W de um
espaco de dimensao finita, V. Esse processo nos conduzira naturalmente ao
conceito de posto de uma matriz. Uma vez que usaremos coordenadas, nos
limitaremos ao caso V = R".

Dada uma matriz A = (a;j)mxn, 0 subespaco Z4 C R", gerado pelos
vetores linha de A, é dito o espaco linha de A, enquanto o subespaco €4 C R™,
gerado pelos vetores coluna de A, é chamado de espago coluna de A.
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Consideremos, por exemplo, a matriz
. 1 2 -1 ’
2 -1 1
Seus espacos linha e coluna sdo £y = ger{(1,2,—-1),(2,-1,1)} C R3 e
Ca = ger{(1,2),(2,-1),(—1,1)} C R2 Note que,

No caso da matriz

temos que Zp = ger{(2,—4),(1,-2
quanto €5 = ger {(2, 1, 3), (—4, -2, —6
dim £ = dim%ép = 1.

Os exemplos acima sugerem o resultado seguinte, cuja peculiaridade reside

a<3a _6)} = ger{(17_2)} - R27 en-
} =ger{(2,1,3)} C R3 Em particular,

~—

no fato de os espacos linha e coluna de uma matriz m x n, com m # n, serem
subespacos de espacos euclidianos distintos.

Proposicao 2.11. O espaco linha e o espaco coluna de uma matriz arbitrdria
A tém mesma dimensdo, a qual chama-se posto de A.

Demonstragao. Consideremos uma matriz A = (@;j)mxn, € designemos os seus

vetores linha e coluna, respectivamente, por uy,..., U, € U1 ,...,V,, isto é,
Uy
A = = |: 'Ul DR UTL j| .
U'rn
Tomemos uma base B = {wy, -+ ,wy}, de Z4, e escrevamos

wp = Np1s o Apn) = D Apjes, p=1,...k (2.5)
j=1
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em que {ey,...,e,} é abase canonica de R™. Designemos por p;,, p = 1,...,k,
as coordenadas de u; com respeito a B. Assim, temos que,

k k n n k
U; = Z Nipwp = Z /vbip (Z )\m@j) == Z (Z ,LLip)\pj) Gj . (26)
p=1 p=1 J=1 L \p=l1

j=

Uma vez que
n

up = (a1, - - ., Q) :Zaijeja

j=1

segue-se da unicidade das coordenadas de u; com respeito a base canonica, que

k
aij:Zuip)\pj Vie{l,...,m}, j€{l,....,n}. (2.7)
p=1
Definindo-se, entao, para cada p € {1,--- ,k}, o vetor

p
U{; = Z Wip€i,
i=1
a igualdade (2.7) nos da )
v = Z Apj W), .
p=1
Logo, €4 C ger {w},...w;}, donde
dim €y < k = dim %2 . (2.8)
Finalmente, aplicando-se (2.8) a transposta A* da matriz A, obtém-se
dim €y = dim Ly > dim Gy = dim %y,
o que implica dim .Z4 = dim %4 , como desejado. |
Coroldrio 2.3. Para toda matriz A € M(m,n), vale a igualdade:

posto A = posto A*.
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Proposicao 2.12. Os wvetores linha nao nulos de uma matriz escalonada sao
linearmente independentes. Em particular, eles formam uma base do espaco
linha dessa matriz.

Demonstracao. De fato, sejam uq,...,u, C R™ os vetores linha nao nulos de
uma matriz escalonada A = (@jj)mxn. Nesse caso, se ajp, 1 < k < n, éa
primeira coordenada nao nula de u;, entao a k-ésima coordenada dos demais
vetores, us,...,u,, € igual a zero. Assim, u; nao é combinacao linear de
Usg,...,Uu,. Analogamente, us nao é combinacao linear de us,...,u, e assim
por diante, isto é, considerando-se os vetores linha de A na ordem

Upy Up—1, .-, UL,

tem-se que nenhum deles se escreve como combinacao linear dos anteriores. O
resultado segue-se, entao, da Proposicao 2.9. [

Proposigao 2.13. Sejam A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn matrizes linha equiva-
lentes. Entao, Ly = L. Em particular, o posto de A € igual ao de B.

Demonstragao. Seja L = {uy,...,u,} C R™ o conjunto formado pelas linhas

nao nulas de A. Evidentemente, a permutacao de linhas, ou a multiplicacao de

uma linha por um escalar nao nulo, nao altera o espaco £y = ger L.
Consideremos, entao, o conjunto

/
L :{ul,...,uj,l,uj+)\ui,uj+1,...,um},

obtido de L substituindo-se o seu j-ésimo vetor u; por u; + Au;, em que A é
um escalar nao nulo, e 1 < i # j < m. Devemos, dessa forma, mostrar que
ger L' = ger L. Para tanto, observemos que, dado v € ger L, existem escalares

W1y b, Ba1S que
U= gt g i,
= u1u1++(ul+)\u]—)\u])uz+—i—,u]uj—l——i—,umum
= g (= A g ) -

donde v € ger I, isto é, ger L C ger L.
Fazendo-se, agora, u}; = u; + Au; , tem-se que L e L' se escrevem como:
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’ ! .
.L:{ulv"'auj—laujauj-i-lw"7um}7
/
o L={uy, ... Ui, .,y — i, Uy}

Logo, os argumentos acima se aplicam igualmente, implicando que ger L' C
ger L e, portanto, que ger L' = ger L, como queriamos demonstrar. |

Exemplo 2.19. Determinemos, através dos resultados acima, uma base para o
subespaco W, de R*, gerado pelo seguinte conjunto:

L=1{(1,0,2,-1),(3,-2,1,1),(4,-2,3,0), (2, -2, —1,2)}.

Para tanto, basta considerarmos a matriz A cujas linhas sao os vetores de L,
e verificar que a mesma ¢ linha equivalente a matriz escalonada

10 2 -1
r_ 0 -2 -5 4
0O 0 0 O
0O 0 0 O

Logo, B = {(1,0,2,—1),(0,—2,—5,4)} é uma base de Lg = £y = W. Em
particular, dim W = 2.

Vejamos, na proposicao seguinte, como caracterizar matrizes invertiveis
através do conceito de posto.

Proposicao 2.14. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes acerca de uma ma-
triz quadrada A € M(n) :

i) A € invertivel;

i) Para toda matriz B € M(n,1), o sistema linear AX = B admite uma
unica solucao;

iii) A tem posto n.
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Demonstragao. (i) = (ii): Dada B € M(n, 1), sendo A invertivel, temos que
X = A7'B é, claramente, a tnica solucao de AX = B.

(ii) = (i): Seja N = [wy - - - w,] € M(n) uma matriz arbitraria. Por hipétese,
para cada ¢ = 1,...,n, existe um unico v; € R, tal que Alv;] = [w;]. Logo,
M = [v1---v,] é a tnica matriz de M(n) que satisfaz a igualdade AM = N.
Dito de outra forma, a equagao matricial

AY =N, N € M(n), (2.9)

admite sempre uma tnica solugdo Y € M(n). Em particular, se N = A,
entdo Y = I. Agora, fazendo-se N = I, temos que existe M € M(n), tal que
AM = I. Escrevendo-se, entao, I’ = M A, e multiplicando-se a esquerda por
A, obtém-se AI’ = A, implicando que I’ = I. Logo, AM = MA = I, donde A
¢ invertivel e M = A~1L.

(ii) = (iii): Por hipdtese, o sistema AX = 0 admite apenas a solucao trivial.
Logo, pela Proposicao 2.6, os n vetores coluna de A sao LI, donde se infere
que o posto de A é n.

(iii) = (ii): Escrevendo-se A = [v; - - - v,], tem-se que B = {v;,...,v,} é uma
base de R™, ja que, por hipétese, A tem posto n. Dada B € M(n,1), seja w €
R™, tal que B = [w]. Fazendo-se, entao, C' = [w]g, tem-se, pelas consideragoes
da Observacao 2.1, que C' é a tnica solucao do sistema AX = B. |

2.5 Somas de Subespacos

Sejam V' um espago vetorial e U, W C V subespacos de V. Definimos a
soma de U e W, U + W, como o subconjunto de V' formado por todos as somas
do tipo u + w, em que u € U e w € W, isto é,

U+W={veV,v=utw, uelU, we W}

No caso em que U NW = {0}, dizemos que essa soma é direta e a denotamos
por U & W.

Proposicao 2.15. Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. Entao,
U+ W éum subespaco de V.
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Demonstracao. Temos que 0 € U NW. Logo, 0 = 0+ 0 € U + W. Tomemos
v,v" € U+ W. Entao, existem u, v € U e w,w’ € W, tais que v = u+ w e
v =4 4+ w'. Uma vez que U e W sao subespacos de V, temos que u + v’ € U,
ew—+ w € W. Além disso, dado A € R, tem-se Au € U e \w € W. Logo,
v+v = (u+u)+(wrw) e U+We =+ w e U+ W, donde se
conclui que U + W é um subespacgo vetorial de V. |

Exemplo 2.20. Sejam U = ger{(1,0)} e W = ger{(1,1)} os subespagcos de
R? gerados, respectivamente, por (1,0) e (1,1). Claramente, {(1,0), (1,1)} é
uma base de R?. Logo, cada v € R? se escreve como v = A(1,0) + u(1,1).
Fazendo-se A\(1,0) =u € U e u(1,1) = w € W, temos que v € U + W. Além
disso, UNW = {0}. Logo, R =U o W.

Exemplo 2.21. Considere, em R3, os vetores v; = (1,0,0), vy = (0,1,0) e vz =
(1,1,—1), juntamente com os subespagos U = ger{vy,v2} e W = ger{vy, v3}.
Pode-se verificar facilmente que R® = U + W e que U NW = ger{v,} # {0}.
Logo, essa soma nao ¢é direta.

Exemplo 2.22. Relembremos que uma fungao f € F(R,R) é dita par (respect.,
impar), quando cumpre f(z) = f(—x)Vx € R (respect., f(x) = —f(—z)Vx €
R). Pode-se verificar facilmente que

U={feFRR); fépar} e W={feFR,R); féimpar}

sao subespagos de F(R,R). Além disso, a unica fungao f € F(R,R) que é
par e impar é a func¢ao nula, isto é, U N W = {0}. De fato, para uma tal f,
f(z) = f(=z) = —f(x), donde f(z) =0Vzx € R.
Observemos agora que, dada uma fungao arbitraria f € F(R,R), tem-se
que as funcoes
f(@) + f(==)

p(x) = - 5 ¢ q(z) =

sao par e impar, respectivamente. Uma vez que f =p+q € U & W, tem-se

FR,R) =U@W.
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Proposigao 2.16. Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V. Entdo, se
UNW = {0}, sio verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) Para todo v € U & W, existem tnicos vetores u € U e w € W, tais que
V=U+ w,;

i) dim (U @ W) =dimU + dim W, se V' tiver dimensao finita.
Demonstrac¢ao. Dado v € U & W, suponhamos que
v=ut+w e v=u+u, uwu €U wuw €W

Dai, temos que u+w = v’ +w', isto é, u—u' = w' —w. Uma vez que U e W sao
subespagos de V, devemos ter u —u' € U e w' —w € W. Porém UNW = {0}.
Logo, u — v = w' —w =0, o que nos dd u = v’ e w = w’, provando, assim, a
assergao (i).

Quanto a (ii), tomemos bases A = {uy, -+ ,uy} e B={wy, - - ,w,},de U
e W, respectivamente. Provemos, entao, que C = AU B é uma base de U & W,
donde se seguiré o resultado, ja que U N W = {0}.

E imediato que gerC C U & W. Para a inclusao contraria, consideremos
ueUeweW, eosescalares Ay, -+, A\, € g, ..., by, tais que

m n
U= E ANu; e w= E W
i=1 j=1

Assim, temos que

m,n

u+w = Z(Alul + p;w;) € gerC,
ij=1

ou seja, U@ W C gerC. Dessa forma, U ® W = ger C. Finalmente, tomando-se
uma combinacgao linear nula dos vetores de C,

Aur + -+ At + pawy + -+ ppwy, = 0,
devemos ter, pelo resultado do item (i),

Aur+ -+ Ay, =0 6wy + -+ ppw, =0,
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pois \juy + -+ + A € U e pywy + -+ - + ppw, € W. Porém {uq, - -uy,} e
{wy, - w,} sdo bases. Em particular, estes conjuntos sdo LI. Logo,

M= =An=fg == iy = 0.

Dessa forma, C é LI e, portanto, constitui uma base de U @& W. |

2.6 Interpolagao de Lagrange (x)
Consideremos o seguinte problema. Dados n pontos em R2,

(17173/1)7 (x27y2)7 7<xnayn)7

em que z; # ¥, ¢ # j, encontrar um polinémio f = f(z), de grau < n — 1,
cujo grafico contenha esses pontos. Assim, f deve cumprir as igualdades:

No caso particular em que y; =1l ey, =0Vi =2,...,n, tem-se que f terd
n — 1 raizes distintas, xs,...,x,. Dessa forma, uma vez que o grau de f nao
pode exceder n — 1, devemos ter

flz)=clx —x9)...(x — x,),
em que ¢ é uma constante nao nula. Porém, f(z;) =1, donde

1

(x —2) ... (x — )

CcC =

Assim, nesse caso particular, o polinomio

(x—x9)...(x — )
(x1 —x2) ... (1 — zp)

fi(z) =

é uma solucao do problema.
Analogamente, para cada i € {1,...,n}, verifica-se que o polinémio

(x—mx) ... (r—xi1)(x —xi31) ... (T — 7))
(l‘i — 5(71) N (Iz — xi—l)(xi — Ii+1) e (l’z — ZEn)7

fi(z) =
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o qual pode ser escrito como

_ Hk;ﬁz(x — )
[ —ax)’

¢ uma solugao do problema no caso particular em que y; =1 e y, = 0VEk # 1.

fi(z)

1=1,...,n,

Verifica-se facilmente que o conjunto P, formado pelos polinomios de grau
< n—1 e varidvel x, é um subespago de dimensao n de P[z,R] (vide Exercicio
11). Provemos, entao, que o conjunto

B:{fla---;fn}

¢ uma base de P,. Com efeito, tomando-se escalares Ay, ..., A, satisfazendo
AMfi() + -+ A fulz) =0 Vo €R,

e fazendo-se, para cada i = 1,...,n, x = x;, obtém-se \; = 0. Logo, B é LI.
Dai, e da Proposicao 2.10-(ii), segue-se que B é uma base de P,,.

Agora, buscaremos a solucao f do nosso problema, tomando-a como uma
combinacgao linear dos polinomios da base B, isto é,

Impondo-se ao polindémio f a condigao f(x;) = y;, segue-se facilmente das
propriedades dos polinomios f; que A\; = y;. Dessa forma, o polinomio

o Hk;ﬁz(x — )

= Yiey 7 %
— 1w — i)

é uma solucao do nosso problema. Ademais, pela unicidade das coordenadas

f(z) (2.10)

de um vetor com respeito a uma base, temos que essa solugao ¢ tnica. Em
suma, vale o resultado seguinte.

Teorema 2.2 (INTERPOLAGAO DE LAGRANGE). Dadosn pontos (z1,41), - -, (Tn, Yn)
no plano R?, com z; # x;¥i # j, o polinomio f definido em (2.10) — dito
interpolador de Lagrange — € o unico que tem grau < n — 1 e cumpre as
igualdades f(x;) =y;, i =1,...,n.
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Convém mencionarmos que, devido a simplicidade dos polinomios, frente a
outras funcgoes reais, o polinomio interpolador de Lagrange é um instrumento
natural da Andlise Numérica, uma teoria que é fundamentada no conceito de
aproximacao. Para ilustrarmos esse fenomeno, vamos supor que se queira in-
tegrar uma fungao continua F' num intervalo [a,b], a qual ndo possui uma
primitiva de facil determinacao. Escolhendo-se n pontos do grafico de F, po-
demos considerar o polinomio interpolador f dos mesmos, o qual sera uma
aproximacao de F' quando restrito a [a,b]. Como consequéncia, a integral de
f em [a,b] serd uma aproximacao da integral de F' em [a,b], sendo melhor a
aproximacao, quanto maior for o nimero n de pontos. (Note que, do ponto de
vista da integragao, os polinémios sdo as fungoes mais simples.)

Exercicios

Secao 2.1
1. Mostre a unicidade do vetor nulo de um espacgo vetorial arbitrario.

2. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o conjunto W C V é um
subespago do espago vetorial V.

) W={(z,y) eR*; 2 = —y}, V=R

) W ={(z,y,2) e R*; 2 =0}, V =R

) W=A{(zr,y,2) ER¥; z+y+2>0}, V=NR3

)

)

a

b

o

d) W={AeM(n); A édiagonal}, V = M(n);
e) W={peP[t,R]; p=0ou grau(p) =n, n € N}, V. ="P[t,R];

3. Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V. Mostre que U U W é
um subespagco de V' se, e somente se, U C W ou W C U.

4. Determine se, em R* o vetor (4,—2,5 —1) estd no subespaco gerado
pelos vetores (1,—1,0,1),(0,1,1,—1) e (1,—1,1,0).

5. Considere os seguintes subespacos vetoriais de R*:
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10.

11.

12.

13.
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L Wl = ger{(]-a 07 _17 O)a (Oa 47 17 0)7 (Oa 07 07 1)})
o Wy =ger{(—1,0,1,2),(3,4,-2,5),(1,4,0, 9)}
Prove que W, = Ws.

Dada uma matriz A € M(m,n), prove que o conjunto solugao do sistema
linear homogéneo AX = 0 é um subespaco vetorial de R".

Secao 2.2

Para que valores de A os vetores (A, 1,0), (1,A,1) e (0,1, ) s@o linear-
mente dependentes em R3?

Demonstre a Proposicao 2.6 com base na Observacao 2.1.

Determine trés vetores linearmente dependentes em R?, tais que dois
quaisquer deles sejam linearmente independentes.

Sejam u, v, w vetores LI de um espaco vetorial V. Determine se o con-
junto {u + v, u + w,v +w} é LI ou LD.

Secao 2.3
Mostre que

P, ={p € P[t,R]; p=0 ou grau(p) <n, n € N}
¢ um subespago de P[t,R] de dimensao n + 1.

Seja Wy ={B € M(2); AB = BA}, em que
A= b1 :
1 2
Mostre que W, é um subespago de M(2) e determine a sua dimensao.

Mostre que cada um dos seguintes conjuntos ¢ um subespago de M(n)
e, em seguida, determine sua dimensao.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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a) Wisyp = {4 € M(n); A é triangular superior};
b) Wine = {A € M(n); A ¢é triangular inferior};
¢) Wem = {A € M(n); A é simétrica};

d) Wasim = {A € M(n); A é antissimétrica}.
Prove que F(R,R) tem dimensao infinita.

Secao 2.4

Prove que £y = €4, em que A é a matriz
1 2 3
4 5 6
789

Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n > 3. Suponha que
existam reais nao nulos A\, i, tais que

Prove que £y = %4, e que A nao é invertivel (compare com o exercicio
anterior).

Em cada item abaixo, encontre uma base para o subespaco W C R".
a) W =ger{(1,—4,3),(3,—-14,14), (0, —2,5)} C R?;
b) W =ger{(1,2,3,4),(5,6,7,8),(9,10,11,12)} C R*.

Encontre uma matriz A € M(3,4), de posto 1, tal que o conjunto soluc¢ao
do sistema linear homogéneo AX = 0 seja o subespaco de R* gerado pelos
vetores (—1,0,1,2),(3,4,—-2,5) e (1,4,0,9).

Seja A uma matriz 5 x 5. Suponha que seus vetores coluna v;, j =1,...5,
satisfacam a seguinte relacgao:

v1 + v — 2v4 + 3v5 = 0.

Nessas condigdes, encontre uma matriz B € M(5,3), de posto 3, tal que
os vetores coluna de AB sejam vy, vy € 0.
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Exiba uma base de M(2) cujas matrizes sejam todas invertiveis.

Dada uma matriz A = (a;j)2x2 , prove que todo sistema linear AX = B
admite uma unica solugdo se, e somente se, a1y — a12a91 7 0.

Secao 2.5

Seja B = {vy,...,0%,V11,-..,0,} uma base de um espago vetorial V.
Mostre que V = U & W, em que

U=ger{vy,...,vx} e W =ger{vgi1,...,v,}.

Com a notacao do Exercicio 13, prove que

M(n) = Wsim EB Wasim VH Z 2

Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V' de dimensao finita.
Prove que, se dimU + dim W > dim V| entao U N W contém um vetor
nao nulo.

Mostre que, se U e W sao subespacgos de um espaco vetorial de dimensao
finita, entao vale a igualdade

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).
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Transformacoes Lineares

No capitulo anterior, vimos que os espacos vetoriais constituem uma deter-
minada estrutura, a qual envolve fundamentalmente as operagoes de adicao de
vetores e multiplicacao de escalar por vetor. Neste, vamos estudar as funcoes
entre espacos vetoriais, ditas transformacoes lineares, as quais preservam essas
operacoes.

Através das transformacoes lineares, estabelece-se uma relacao de equiva-
léncia entre espagos vetoriais, dita isomorfismo. Constataremos, entao, que
dois espagos vetoriais de dimensao finita sdo equivalentes (isto é, isomorfos)
se, e somente se, tém mesma dimensao. Em particular, todo espago vetorial
de dimensao finita é isomorfo a algum espago euclidiano R"™.

A propriedade fundamental de uma transformacao linear é a de ser deter-
minada por seus valores numa base, pois, a partir dela, verifica-se a existéncia
de uma intima relacao entre as transformacoes lineares e as matrizes. Mais es-
pecificamente, para cada transformacao linear entre espacos de dimensao finita
com bases predeterminadas, existe uma tnica matriz a ela associada. Como
consequencia, o estudo das transformacoes lineares reduz-se, em muitos aspec-
tos, ao das matrizes. Esse fato, na verdade, é uma das caracteristicas mais
marcantes da Algebra Linear, conforme verificaremos neste e nos capitulos
subsequentes.

29
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3.1 Linearidade de Aplicagoes

As fungoes entre espagos vetoriais (reais) sao designadas como tal, quando
o seu contradominio é o conjunto dos nimeros reais. Caso contrario, elas sao
chamadas de transformagoes ou aplicagoes. As transformacoes lineares entre
espagcos vetoriais sao aquelas que preservam as operacoes de adicao e produto
por escalar, conforme a defini¢ao seguinte.

Defini¢ao 3.1 (TRANSFORMAGCAO LINEAR). Sejam V' e W espagos vetoriais. Uma
aplicacao T' : V. — W é dita uma transformcao linear se, para quaisquer
u,v € Ve A € R, sao validas as seguintes igualdades:

i) T(u+wv)="T(u)+T(v);
i) T(A\u) = AT (u).

Uma tal transformacao em que W = R é dita um funcional linear de V,
e transformacoes lineares de um espaco vetorial nele mesmo sao chamadas
também de operadores lineares.

A primeira propriedade notavel das transformacoes lineares é a de que toda
aplicagao T' : V. — W, entre espagos vetoriais V' e W, que preserva soma ou
produto por escalar, isto é, que satisfaz a condi¢do (i) ou a condicao (ii) da
Definicao 3.1, leva o vetor nulo de V' no vetor nulo de W. De fato, no caso da
condigao (i), tem-se

T(0)=T(0+0)=1T(0)+17(0),
donde T'(0) = 0. J4 no caso da condigao (ii), tem-se
T(0) =T(0.0) =07(0) = 0.

Exemplo 3.1. Dados espagos vetoriais V' e W, verifica-se facilmente que sao
lineares a aplicacao identidade de V' e a aplicacao nula de V em W, as quais
definimos, respectivamente, por

1.V -V T: V
v

W
Vo= W 0.

_>
|_>
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Temos, também, que a homotetia de fator a € R, definida por

T: V — V

v o= oav,
é um operador linear. Com efeito, dados u,v € V e X € R, tem-se
e T(u+v)=alut+v)=au+av="T(u)+ T(v);
o T(Au) = a(Au) = AMau) = AT (u).
Observemos que, se T : V' — W for uma transformacao linear, entao
T(u+ ) =T(u)+ AT'(v) Yu,v € V, A € R. (3.1)

Reciprocamente, a validez de (3.1) implica que 7' ¢ linear. Com efeito, toman-
do-se A = 1, tem-se T'(u + v) = T'(u) + T'(v), donde T satisfaz a condicao (i)
da Definigao 3.1. Dali, conforme constatamos, segue-se que 7'(0) = 0. Assim,
tomando-se u = 0, tem-se T'(Av) = AT'(v), donde T satisfaz também a condi¢ao
(ii) e, portanto, é linear. Desta forma, podemos adotar a condigao (3.1) como
critério de linearidade de aplicacoes entre espacos vetoriais.

Exemplo 3.2 (prosegOEs). Suponha que U e W sejam subespagos de V, tais
que V. = U & W. Nesse caso, segue-se da Proposicao 2.16 que cada v € V
se escreve de modo unico como v = u + w, em que u € U e w € W. Assim,
ficam bem definidas as projecoes de V sobre U e W, as quais sao definidas,
respectivamente, por
Py: V. = U o Py: V. = W
ut+w = u u+w = w.
Dadosv=u+w e v =u' 4+ w em V, e A\ € R, temos que
Py(v+ M) = Py((u+ M)+ (w+ M) = u+ M = Py(v) + APy (v'),

donde se conclui que Py é linear. De modo analogo, verifica-se que a projecao
Py, igualmente, ¢ linear.
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Exemplo 3.3. A funcao f : R*> — R, definida por f(z,y) = 2z + y, é um
funcional linear, pois, dados u = (x1,91), v = (z2,y2) € R? e A € R, tem-se

flu+dv) = f(z1+ Az, y1 + A\ya2)
= 2(x1 + Aw2) + (1 + A2)
= (21 +y1) + AM222 + v2)
= flu)+Af(v).

Exemplo 3.4. Consideremos agora a aplicacao T : R? — R?, em que

T(x,y) = (z—y,z+y,y).

Dados u = (z1,y1), v = (Ta,92) € R?, tem-se

T(u+ M) T(x1 + Az, y1 + Aipo)

= (w1 + Aw2) — (y1 + Ay2), (z1 + Azo) + (Y1 + Ay2), 1 + Ay2)

= (z1 -y, 21+ Y, Y1) + Mz2 — y2, T2 + Y2, Y2)
= T(u) + \T'(v),

donde se infere que T é uma transformacao linear.

Exemplo 3.5. A aplicacio T : R? — R? em que T(x,y) = (2%, zy), ndo é
linear. Com efeito, dados u = (z,y) € R? e A € R, tem-se

T(u) = T(\x, \y) = (\22%, Nay) = N2T(u).
Assim, se A for diferente de zero e de 1, T'(A\u) # AT'(u), donde T" néo ¢ linear.

Exemplo 3.6 (LINEARIDADE DO TRACO). Conforme verificamos anteriormente, para
quaisquer matrizes quadradas A, B e A € R, valem as seguintes igualdades:

trago(A + B) = trago(A) + trago(B) e trago(AA) = Atrago(A).
Segue-se, entao, desse fato que

f: M(n) — R
A — trago(A)

é um funcional linear de M(n).
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Verifiquemos agora a notavel propriedade das transformacoes lineares, que
é a de ser determinada por seus valores numa base arbitraria. Mais especifica-
mente, vale o resultado seguinte.

Proposicao 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita, e B =
{vi,...,0,} uma base de V. Entio, dados n vetores wy ,...,w, em W, existe
uma unica transformacao linear T .V — W, tal que

T(v)=w; Vi=1,...,n. (3.2)
Demonstracao. Provemos, inicialmente, a existéncia de T. Dado u € V, sejam
x1, ,...,T, suas coordenadas com respeito a base B, isto é,
U= (T1,...,Tp)g = T101 + -+ + Ty .

Defina, entao, T : V. — W por
T(“) = T(xl ). al‘n)l’)’ = szwz .
i=1
E imediato que T'(v;) = w;Vi = 1,...,n. Além disso, para quaisquer v =
(Y1,---,Yn)B €V e XA € R, tem-se

Tu+ M) = T(x1+ My, - .- xn—i-/\yn)

= <x1+)\yz wy Zx w1+)\zyzwz

=1

— T(u)+ AT(v),

donde T ¢é linear.

Suponhamos, agora, que exista uma transformacao linear 77 : V — W, tal
que T"(v;) = w; Vi = 1,...n. Nesse caso, para todo u = (x1,...,2,)s in V,
segue-se da linearidade de T" que

=T <i min) = i ;T (v;) = i zyw; = T(u),
i—1 i—1 i—1

o que prova a unicidade de T com respeito a igualdade (3.2) e conclui, dessa
forma, a demonstracgao. [
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Exemplo 3.7. Consideremos a base canonica de R3,
B =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
e determinemos a transformacao linear 7" : R?* — R2, tal que
7(1,0,0) =(-1,2), 7T(0,1,0)=(1,1) e T(0,0,1)=(0,1).

A demonstracao da Proposicao 3.1 nos sugere escrever os vetores de R®
como combinacao linear dos vetores de B, isto é,

(z,y,2) = x(1,0,0) + y(1,0,0) + 2(1,0,0).
Dai, uma vez que T é linear, tem-se

T(x,y,2) = T(x(1,0,0)+y(0,1,0) 4+ 2(0,0,1))
2T(1,0,0) + yT(0,1,0) + 27(0,0,1)
= 2(-1,2) +y(1,1) + 2(0,1),

donde se obtém
T(x,y,2) = (—x+y,2v+y+2) Y(n,y z) € R (3.3)

Note que as matrizes coluna das coordenadas de (z,y,2) e T(x,y) com
respeito as bases canonicas de R? e R?, quais sejam,

x
[ —x+y ]
Y € )
20 +y+ 2
z

relacionam-se através da igualdade
—aty ] [-1 10|
2r+y+z | 211 Z
Assim, fazendo-se v = (z,y, z), podemos escrever

[T(v)] = Alv], (3.4)
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em que A € M(2,3) é a matriz
-1 1 0
A= :
o)
Em suma, a expressao (3.3), que define T, implica na igualdade matricial
(3.4), a qual é determinada pela matriz A. Reciprocamente, a partir da matriz
A e da igualdade (3.4), podemos facilmente reobter (3.3). Sendo assim, ambas

as igualdades, (3.3) e (3.4), definem a transformagao linear T.
Chamamos a atengao, ainda, para os seguintes fatos:

e Em (3.3), a i-ésima coordenada de T'(z,y) é um polinémio homogéneo
de grau 1 nas variaveis x, y e z, cujos coeficientes sao as correspondentes
entradas da i-ésima linha de A.

e Os vetores coluna de A sao as imagens dos vetores da base canonica B,
isto é, T'(1,0,0), 7(0,1,0) e 7(0,0, 1).

Exemplo 3.8. Determinemos, agora, o operador linear 7' : R? — R? que satisfaz
T, -1)=(1,3) ¢ T(1,1)=(2,—1).

Observando-se que B = {(1,—1),(1,1)} é uma base de R? dado um vetor
v € R2, escrevamos

U= (x>y>8 = SL’(l, _1) + y<17 1)7

isto é, x e y sao as coordenadas de v com respeito a base B. Sendo assim,
T(x,y)g =2T(1,—1)+yT(1,1), o que nos d&

T(x,y)s = (v +2y,3z —y). (3.5)

Procedendo-se como no exemplo anterior, concluimos que (3.5) é equiva-
lente a seguinte igualdade matricial:
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em que A € M(2) é a matriz

Analogamente, temos que:

e Em (3.5), a i-ésima coordenada de T'(x,y)g ¢ um polinomio homogéneo
de grau 1 nas variaveis x e y, cujos coeficientes sao as correspondentes
entradas da i-ésima linha de A.

e Os vetores coluna de A sao as imagens dos vetores da base B.

3.2 Transformacoes Lineares e Matrizes

Os dois ultimos exemplos da secao anterior sugerem a existéncia de uma
intima relagao entre matrizes e transformagcoes lineares entre espacos vetoriais
de dimensao finita. Nesta secao, veremos que, de fato, essa relacao existe.

Mais especificamente, estabeleceremos no teorema seguinte que, fixando-se
bases em espacos vetoriais de dimensao finita, V' e W, existe uma correspon-
déncia biunivoca entre as transformacoes lineares de V' em W e as matrizes
reais m X n, em que n = dimV e m = dim W.

Teorema 3.1 (TRANSFORMACOES LINEARES E MATRIZES). Sejam V' e W espacos
vetoriais de dimensoes n e m, respectivamente, e B C V, B' C W bases desses
espagos. Entao, dada A € M(m,n), existe uma unica transformagdo linear

Ty: V — w
v o= Ty(v),

a qual cumpre a igualdade
[TA(U)]B/ = A[U]B Yv e V. (36)

Reciprocamente, para toda transformacao linear T' : V — W, existe uma unica
matriz A € M(m,n), tal que T =T, .
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Demonstra¢ao. Uma vez que as relagoes
veV o upeMn,l) e weW < [wpg e M(m,1)

sdo biunivocas, temos que a igualdade (3.6), na verdade, define a aplicagao
Ty, isto é, para cada v € V, existe um tdnico vetor Tx(v) € W, para o qual a
igualdade (3.6) se cumpre.

Resta-nos, pois, provar que T4 é linear. Para tanto, tomemos u,v € V e
A € R, e observermos que

[TA(U -+ )\U)]B/ = A[u + /\U]B = A([U]B -+ [/\U]B) = A[U]B + )\A[’U]B
= [Ta(w)lg + NTu(0)]s = [Ta(u) + AXTa(v)]s .

Dessa forma,
Ta(u+ M) =Ta(u) + XTy(v) Yu,v eV, XeR,

donde T4 é linear.
A fim de verificar a unicidade de T4 com respeito a igualdade (3.6), tome-
mos uma transformacao linear 7' : V' — W, a qual cumpre

[T(U)]B/ = A[’U]B Yv e V.

Nesse caso, para todo v € V, temos que [T'(v)|sg = [Ta(v)]s e, portanto,
T(v)=Ta(v)Vv eV, isto é, T =Ty

Reciprocamente, suponhamos que 7' : V' — W seja uma transformacao
linear, escrevamos B = {vy,...,v,} C V, B’ = {wy,...,w,} C W, e consi-
deremos a matriz A = (a;;) € M(m,n), cuja j-ésima coluna é formada pelas
coordenadas do vetor Tw; com respeito a base B’. Mais precisamente, as en-
tradas a;; sao definidas pela igualdade

T = Z%‘wi = QWi+ AWy, 1S j <0 (3.7)
=1

Assim, pelas consideracoes da Observacao 2.1 e pela linearidade de T, para
um dado v = zyv1 + - - - + v, €V, tem-se

Als = 2T ()]s + -+ [T (va)lg = [T(z101 + -+ + 20| = [T(0)]5 -
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Dai, e da unicidade de Ty com respeito a igualdade (3.6), segue-se que T' = T4 .

Finalmente, suponhamos que exista B € M(m,n), tal que T' = T . Entao,
T4 = Tp, donde, para todo v € V| tem-se A[v]g = Blv]g. Fazendo-se v =
vj, segue-se dessa ultima igualdade que as colunas correspondentes de A e B
coincidem e, portanto, que A = B. Isso conclui a demonstracao. |

Nas condigoes do teorema acima, dizemos que A é a matriz de T = Ty
. \ . . / ~
com respeito as bases B e B', e a indicamos por [T]5. Com essa notagao, a
igualdade (3.6) assume a seguinte forma

[T(v)]s = [T]3 [v]5- (3.8)

No caso particular em que V- =W e B = B', escrevemos [Tz, ao invés de
[T)5. Além disso, omitiremos a indicagio das bases B e BB, isto é, escreveremos
simplesmente [T, quando V e W forem espacos euclidianos, e B e B’ suas
respectivas bases canonicas.

Observagao 3.1. Segue-se das igualdades (3.7) e (3.8), respectivamente, que a
matriz de T com respeito as bases B e B,

[T]g/ = (aij)mxm

tem as seguintes propriedades (compare com as observagoes ao final dos Exem-
plos 3.7 e 3.8):
i) Os vetores coluna de [T]% sao justamente T'(vy),..., T (v,) em coorde-
nadas com respeito a B, isto é,

715 = [T ()]s [Tl - [T(va)ls];

ii) Em coordenadas com respeito as bases B e B’, T  se expressa como

T(xy,...,2n)p = (@u1®1 + -+ Q1pTny - 5 11+ -+ QT B
Assim, a i-ésima coordenada de T'(z1,...,z,)s com respeito a base B’ é
um polindomio homogéneo de grau 1 e variaveis x1,...,x,, cujos coefici-

~ - s . . /
entes sdo as correspondentes entradas da i-ésima linha de [T]5 .
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Exemplo 3.9. Tomemos, com a notacao do Teorema 3.1, V = R2 W = R3, e
suponhamos que B C R? ¢ B’ C R3 sejam suas respectivas bases canonicas.
Nessas condicoes, a transformacao 7T : R? — R3, em que

1 -1
T]=1]1 1/,
0 1
cumpre, para v = (r,y) € R?,
_ z—y
(7)) = (7] = MEEREE
1 Y

donde T é definida por

Note que T é justamente a transformacao linear do Exemplo 3.4.

Exemplo 3.10. Dada a transformacao linear 7' : R? — R2,
T(.T, Y, Z) = (iIZ' + Ty + ez, \/51' - (log 3)y + \/§2)7

obtenhamos sua matriz [T] = (a;j)ax3 com respeito as bases canonicas de R?
e R?. Para tanto, observemos que, pela igualdade (3.7), basta obtermos as
imagens dos vetores da base canonica de R?, pois os mesmos determinarao as
colunas de [T]. Assim, uma vez que

T(1,0,0) = (1,v2), T(0,1,0) = (m,—log3), T(0,0,1) = (e, v/3),

1
temos que [T] = { " ° } :

V2 —log3 V3

Exemplo 3.11. Tomemos as bases B = {(1,0,1),(0,1,-1),(1,2,-3)} C R3¢
B = {(1,0),(1,—1)} C R? e consideremos a transformacao linear T : R> —
R2, cuja matriz com respeito a essas bases é:

-y
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Assim, em coordenadas com respeito a B e B/, T' se escreve como:
T(z,y,2)s = 20 —y + 22,4z +y — 22).

A fim de expressar 7' em coordenadas com respeito as bases canonicas de R?
e R?, podemos proceder como no Exemplo 2.14, e obter as seguintes relacoes:

o (2,y,2) = (T 2y + 2, T02)

o (z,9)p = (z+y,—y)
Logo, valem as igualdades:

rT+y—+z rT—Y—z
T($,y,2’> = T(+a—$+29+2,+)
B

= (Bx—2y—zby+42)p
= (3z+ 3y + 3z, —by — 4z2).

Em particular,
3 3 3
T] = :
7] [O -5 —4}

Exemplo 3.12. Seja T : R? — R? o operador linear, tal que

=y 3

isto é, T'(x,y) = (x+2y,4x + 3y). Consideremos a base B = {(1,—1),(1,2)} C
R? e determinemos a matriz de 7' com respeito a B. Para tanto, como no
exemplo anterior, buscamos inicialmente a relacao entre as coordenadas com
respeito a base canonica e as coordenadas com respeito a base B, obtendo

2 — 1y x+y>
B

(3.9)

wn =@t p-ot2) e ()= (2L

Dessas igualdades, segue-se que

T(r,y)s =T(r +y,—x+2y) = (—x+5y,r + 10y) = (—x, 5y)s,
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donde se infere que a matriz de T' com respeito a base B é:

T]s = [_(1) g} :

Note que trago [T] = trago [T]g = 4 (vide tltimo pardgrafo da préxima secao).

3.3 Mudanca de Coordenadas

Nos dois ultimos exemplos da secao anterior, constatamos que, em coor-
denadas, uma transformacao linear 7' : V' — W pode se expressar de formas
distintas, a depender das bases consideradas em V' e W. No caso do operador
do Exemplo 3.12, vé-se ainda que a mudanca da base canonica de R? para a
base B tornou a expressao de T" mais simples, pois sua matriz com respeito a
B resultou ser diagonal.

Essas consideracoes nos levam a buscar um método efetivo de se obter as
relacoes entre dois sistemas de coordenadas, quando os mesmos sao relativos
a bases distintas. Com esse propdsito, tomemos bases B, B’ de um espaco
vetorial V', de dimensao finita, e denotemos por I a aplicacao identidade de V.
Nessas condigoes, a matriz [/ ]g/ é dita a matriz de mudanca da base B para a
base B'.

Essa nomenclatura deve-se ao fato de que, para todo v € V,

(ol = [Tels = (113 o], (3.10)

isto é, a multiplicacéo de [I]8 por [v]s produz o efeito de mudar as coordenadas
de v da base B para a base B'.

Vejamos, na proposicao seguinte, as propriedades fundamentais da matriz
de mundanca de base.

Proposigao 3.2. Sejam B e B’ bases de um espago vetorial V de dimensao
n € N. Entao, a matriz de mudanga de base, [1]@’, tem as sequints propriedades:

i) Os wetores coluna de [I18 sdo aqueles da base B em coordenadas com

respeito a base B';
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i) [118 ¢ invertivel;

i) (7)) = 15
Demonstragao. A assercao (i) segue-se diretamente das consideragoes da Ob-
servacgio 3.1. Dai, tem-se que os vetores coluna de [I]5 sdo linearmente inde-
pendentes, donde se infere que [I ]g’ tem posto n e é, portanto, invertivel. Isso
prova (ii).
Quanto a (iii), segue-se de (3.8), (3.10), e da invertibilidade de [I]5 , que

5 ls = [1(0)]s = s = (1]§) " [v]s.

Logo, pela unicidade da matriz de uma transformagao linear (7, no caso) com
respeito a bases predeterminadas, devemos ter [I]5, = ([I]8)~". |

Exemplo 3.13. Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e B' = {(1,-1),(1,2)}
de R?. Expressando os vetores de B com respeito & base B, isto é, fazendo-se

(L,0) =21(1,=1) + y1(1,2) e (0,1) =xo(1,—1) +v2(1,2),
obtém-se facilmente x; = 2/3, y; = 1/3 e x5 = —y, = —1/3. Logo,
(1,0) =1(2/3,1/3)s e (0,1)=(-1/3,1/3)p,

donde ) )
/ 2/3 —1/3
s = {1/3 1/3} ‘

Assim, dado v = (x,y) € R?, tem-se

s el ) -

e =150 = |1 ) 2] =5 50

v=(z,y) = (Qx—y J“Ly)B,. (3.11)

isto é

3 73

. /
Tomando-se a inversa de [I]5,

ms =]y 5
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obtém-se, de forma andloga, a igualdade
(Compare (3.11) e (3.11) com as igualdades (3.9).)

Um fato de grande relevancia que se estabelece a partir da matriz de mu-
danca de base, é o de que as matrizes de um operador linear com respeito a
duas bases quaisquer sao semelhantes, conforme a proposicao seguinte.

Lembremos que duas matrizes A, B € M(n) sao ditas semelhantes, quando
existe uma matriz invertivel M € M(n), tal que AM = M B.

Proposi¢ao 3.3 (SEMELHANCA ENTRE AS MATRIZES DE UM OPERADOR). Sejam B e
B’ bases de um espaco vetorial V de dimensao finita. Entao, para todo ope-
rador linear T : V. — V, as matrizes [T|p e [T]g sao semelhantes. Mais
precisamente, vale a tqualdade:

/

15 [Ts = [T]s[1]5 -
Demonstracdo. Para todo vetor v € V, tem-se

5 [Tslls = 5 [Tv]s = [Tv]s
= [Tsls = [T)z[1]§ [v]s.

Uma vez que v foi tomado arbitrariamente, segue-se que

/

115 [Ts = [T]s (15 ,
como desejavamos provar. |

Como sabemos, matrizes semelhantes tém tragos iguais. Desta forma, a
Proposicao 3.3 nos permite definir o traco de um operador linear 7' : V' — V
como o trago da matriz [Tz, em que B é uma base arbitraria de V (vide
Exemplo 3.12).



74 Transformagdes Lineares Cap. 3

3.4 Nncleo e Imagem

Dada uma transformacao linear T : V' — W, associamos a ela dois sub-
espacos, um de V, outro de W, os quais designamos, respectivamente, por
niucleo e imagem de T. Mostraremos que o comportamento de uma transfor-
macao linear, no que diz respeito a injetividade ou sobrejetividade, é relativo
as propriedades desses subespacos.

Defini¢ao 3.2 (NUCLEO - IMAGEM). Seja T': V' — W uma transformagao linear
entre dois espacos vetoriais V' e W. O nicleo de T, denotado por NucT, é o
conjunto formado por todos os vetores de V' cuja imagem, por T, é o vetor
nulo de W. A imagem de T, denotada por Im 7T, é o conjunto dos vetores de
W que sao imagem, por 7', dos vetores de V. Em simbolos,

nucl ={veV;Tw)=0} e ImT={weW;w="T(v),veV}

Dado um conjunto arbitrério Q C V, denota-se por T'(€2) o conjunto for-

mado por todos os elementos de W que sao imagens de elementos de €2, isto
6, T(Q) ={weW;w=T(v),v € Q}. Em particular, InT = T(V).

Proposicao 3.4. Dada uma transformacao linear T : 'V — W, os conjuntos
nucl e ImT sao subespagos de V' e W, respectivamente.

Demonstrag¢ao. Sendo T' uma aplicacao linear, tem-se 7(0) = 0. Logo, nucT
e Im T contéem os vetores nulos dos respectivos espacos em que estao contidos.
Além disso, dados u,v € nucT e A € R, tem-se T'(u+Av) = T'(u)+ AT (v) = 0,
donde v + Av € nucT. Logo, nucT é um subespaco de V.

Consideremos agora z, w € ImT e A € R. Existem, entao, u,v € V
satisfazendo T'(u) = z e T'(v) = w. Assim, T'(u+\v) = T'(u) + AT (v) = z+ \w,
implicando que z+Aw € Im T e, portanto, que Im T é um subespaco de W. W

Definigao 3.3 (posto - NULIDADE). Dada uma transformacao linear 7', chama-se
de posto de T a dimensao de sua imagem, e de nulidade de T a dimensao de
seu nucleo.

A proposicao seguinte é de grande valia na determinagao da imagem de
uma transformacao linear.



§3.4 Nicleo e Imagem 75

Proposicao 3.5. Sejam V' um espaco vetorial e B = {vy,...,v,} uma base de
V. Entao, se T :'V — W ¢ uma transformacao linear, tem-se

Im7T = ger{T(vy),...,T(v,)}.

Demonstragao. Seja w = T'(v) € ImT C W, em que v = (z1,...,2,)5 € V.
Sendo assim, tem-se

w=Tw)=xT(n)+ - +2,T(v,) € ger {T(v1),...,T(vy)},

ou seja, ImT" C ger {T'(vy),...,T(v,)}.
Temos que Im7T" é um subespaco de W e que {T'(vy),...,T(v,)} C ImT.
Logo, ger {T'(v1),...,T(v,)} C ImT e, portanto,

ImT = ger {T(Ul)7 s 7T(vn>}7
como desejavamos provar. [

Exemplo 3.14. Determinemos o ntcleo e a imagem da transformacao linear
T : R® - R? dada por T(z,y,2) = (v +y + 22,2 — y — 32). Para tanto,
observemos que a igualdade T'(z,y, z) = 0 equivale ao sistema linear

r + y + 2z = 0
r — y — 3z = 0.

Resolvendo-o, concluimos que
nucT = {(x, —5z,2zx) € R*; v € R} = ger{(1,—5,2)} C R®.

Ja a imagem de T, pela Proposicao 3.5, é o espaco gerado pelos vetores
T(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (1,—1) e 7(0,0,1) = (2, —3), donde se conclui
que Im 7T = R?. Em particular, 7' é sobrejetiva.

Exemplo 3.15. Tomemos agora a transformacao linear 7' : R? — R3, defi-
nida por T'(z,y) = (x — 4y,3z + y,x — Ty). Procedendo-se de forma ana-
loga & do exemplo anterior, conclui-se que nuc7 = {0}. Temos ainda que
7(1,0) = (1,3,1) e T(0,1) = (—4,1,—7). Logo, pela Proposi¢ao 3.5, tem-se
Im7T = ger{(1,3,1),(—4,1,—7)}. Em particular, o posto de T" é 2, pois (1, 3,1)
e (—4,1,—7) sdo, claramente, LI.
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Exemplo 3.16. Seja f : M(n,n) — R, n > 1, o funcional linear traco, introdu-
zido no Exemplo 3.6. O ntcleo de f é, dessa forma, composto pelas matrizes
de M(n,n) que tém trago nulo. Portanto, dim(nuc f) = n — 1 (vide Exemplo
2.16). Temos, também, que f é sobrejetivo, pois, dado a € R, a # 0, a matriz
A e M(n,n) cujas entradas a;; sdo todas nulas, exceto por a;; = a, é tal que

f(A) =a.

Proposigao 3.6 (INJETIVIDADE DE TRANSFORMACOES LINEARES). Sao equivalentes
as sequintes afirmacoes a respeito de uma transformacao linear T :V — W :

i) T ¢é injetiva;
ii) nucT = {0};
iii) T leva vetores LI de V' em vetores L1 de W.

No caso em que V tem dimensao finita, cada uma das afirmagoes acima é
equivalente a:

iv) Existe uma base B = {vy,...,v,}, de V, tal que {T(v1),...,T(v,)} € LI
em W.

Demonstragao. (i) = (ii). Seja v € nucT. Entao T'(v) = 0 = T(0). Uma vez
que estamos supondo que T é injetiva, devemos ter v = 0, isto é, nuc T = {0}.
(ii) = (iii). Tomemos vetores vy, ..., v, € V, e suponhamos que eles sejam LI.
Devemos provar que T'(vy), ..., T (v,) sdo LI em W. Para tanto, tomemos uma
combinagao linear nula desses vetores, \\T'(v1) + -+ - + A\, T'(v,) = 0. Dai e da
linearidade de T, tem-se T'(Ajv1+- - -+ A\, v,) = 0, donde v = \jv;+- - -+ A0, €
nuc 7. Pela hipotese, devemos ter v = 0, o que nos da A\ = --- = X\, =0, ja
que os vetores vy , ..., v, sdo LI. Logo, os vetores T'(v1),...,T(v,) sdo LI
(iii) = (i). Sejam vy, vy € V, tais que T'(vy) = T'(vq). Nesse caso, T'(v;—v2) = 0.
Se tivéssemos v = v; —vy # 0, terfamos que a imagem do conjunto LI, {v} C V,
seria o conjunto LD, {0} C W, contrariando a hipétese. Segue-se que v; = vy
e, portanto, que T' é injetiva.
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Suponhamos agora que V' tenha dimensao finita. Nesse caso, a implicacao
(iii) = (iv) é imediata. Vejamos, entdo, que (iv)= (ii). Para tanto, tomemos
v=(x1,...,2,)p € nucT C V. Entao,

0=Tw)=T(x1v1 + -+ x50,) = 21T (1) + - - - + 2, (vy,).

Dai e da independéncia linear de T'(vy),...,T(v,), segue-se que x; = -+ =
z, =0, 0 que nos da v = 0. Isso prova que nuc T = {0} e conclui, dessa forma,
a demonstragao. [ |

Como consequéncia direta da equivaléncia entre as afirmagoes (i), (iii) e
(iv) da Proposicao 3.6, bem como da Proposigao 2.10-(ii), temos o seguinte
resultado.

Corolario 3.1. SejaT : V — W uma transformacao linear entre espacos vetori-
ais de dimensao finita. Se dim V' = dim W, entao sao equivalentes as sequintes
afirmagoes:

i) T ¢ injetiva;
ii) A imagem por T de qualquer base de V' é uma base de W.

Infere-se da Proposicao 3.6 que a transformacao linear do Exemplo 3.15 é
injetiva, enquanto as dos Exemplos 3.14 e 3.16 nao o sao. Ainda com respeito
a esses exemplos, observa-se que, em todos eles, a dimensao do dominio da
transformacao linear considerada é a soma de sua nulidade com seu posto.
Provemos, agora, que esse fato é geral.

Teorema 3.2 (DO NUCLEO E DA IMAGEM). Seja T : V. — W uma transformagao
linear. Entao, se V tem dimensdo finita, vale a igualdade:

dimV = dim(nuc T) + dim(Im 7). (3.13)

Demonstra¢ao. Suponhamos, inicialmente, que nuc T = {0}, e tomemos uma
base B = {vy,...,v,} de V. Pelas Proposigdes 3.5 e 3.6, temos que o conjunto
B ={T(vy),...,T(v,)} geralmT e é LI Logo, B’ é uma base de Im 7', donde
dim(Im7") = dim V. Uma vez que estamos supondo dim(nuc7’) = 0, temos
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que a igualdade (3.13) se cumpre. O mesmo ocorre se nucT = V| pois, nesse
caso, ImT = {0}.

Suponhamos, entao, que dim(nuc7") = k, em que 1 < k < n. Pela Proposi-
¢ao 2.10-(iv), existe uma base B = {vy, ..., v, Vki1, ..., 0, }, de V, tal que seus
primeiros k vetores, vy, ..., v, formam uma base de nucT. Além disso, pondo-
se Vo = ger {vg11,..., 0}, tem-se VoNnucT = {0}, pois V =nucT &V} (vide
Exercicio 22 — Cap. 2). Em particular, pela Proposigao 3.6, T|y, : Vo — W é
injetiva. Porém, pela Proposicao 3.5, o conjunto

{T(v1),.. ., T(vg), -, T(Vks1), -, T(vn)}

gera ImT. Uma vez que T'(v) = --- = T'(vg) = 0, segue-se que
B = {T(Uk+1)7 R 7T(Un)}7

igualmente, gera Im 7'. No entanto, B’ é a imagem, pela aplicacao injetiva Ty ,
do conjunto LI {vj41,...,v,}. Ainda pela Proposigao 3.6, B’ é LI, donde B’ é
uma base de Im 7. Dessa forma,

dimV =n=Fk+ (n— k) =dim(nucT) + dim(Im 7"),
como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 3.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e T :'V — W
uma transformacao linear. Sao vdlidas as sequintes assercoes:

i) Se T for bijetiva, entao W terd dimensdo finita e dimV = dim W;

ii) SedimV = dim W, entao, uma condi¢ao necessdria e suficiente para que
T seja bijetiva, € a de que seja injetiva ou sobrejetiva.

Demonstracao. Suponha que T seja bijetiva. Nesse caso, tem-se W =1ImT e
nucT = {0}. Em particular, W tem dimensao finita. Além disso, por (3.13),
dimV = dim(nucT) + dim(Im7") = dim W, o que prova (i).

Suponhamos agora que valha dim V' = dim W. Se T for bijetiva, por defi-
nicao, sera injetiva e sobrejetiva. Reciprocamente, se T' for injetiva, teremos
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dim(nuc7) = 0 e, entao, por (3.13), dimW = dimV = dim(Im7T’), donde T’
serd sobrejetiva e, portanto, bijetiva.
Finalmente, supondo-se que T seja sobrejetiva, segue-se de (3.13) que

dim(nucT) = dimV —dim(Im7) = dimV — dim W = 0,
isto é, T' é injetiva. Logo, bijetiva. Isso prova (ii) e conclui a demonstracdo. W

Segue-se do Corolério 3.2-(ii) que o operador linear T : R?* — R3, tal que

3 -1 0
Tl=0 2 1],
1 0 -1

é bijetivo. Para verificarmos isso, basta observarmos que os vetores coluna de
[T], os quais geram Im T, sao LI. Logo, eles constituem uma base de R3, donde
se infere que Im 7' = R3. Assim, T é sobrejetivo. Logo, pelo Coroldrio 3.2-(ii),
T é bijetivo.

Exemplo 3.17 (BJETIVIDADE DA TRANSPOSICAO DE MATRIZES). Seja
T: M(m,n) — M(n,m)

a trasposicao de matrizes, isto é, T(X) = X*, X € M(m,n). Temos que T é
linear (vide igualdade (1.1)). Além disso, T(X) = O se, e s6 se, X* = 0 ou,
equivalentemente, X = 0. Logo, nucT = {0}, donde 7' é injetiva. Uma vez
que dim M(m,n) = dim M(n,m) = mn, segue-se do Coroldrio 3.2-(ii) que T’
¢ bijetiva.

Com um argumento analogo aquele da demonstracao do Corolario 3.2,
obtém-se o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes a respeito de uma transfor-
macao linear T :'V — W entre espacos vetoriais de dimensao finita:

i) Se T for injetiva, entao dimV < dim W;

ii) Se T for sobrejetiva, entdo dimV > dim W.
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3.5 Operacoes com Transformacoes Lineares

Introduziremos agora as operagoes de adigao e produto de transformagoes
lineares, e constataremos que, quando os espacos envolvidos sao de dimensao
finita, essas operacoes determinam uma algebra para transformagoes lineares, a
qual é identica aquela das matrizes. Com esse proposito, consideremos espagos
vetoriais V' e W, e denotemos por .Z(V, W) o conjunto formado por todas as
transformacoes lineares de V' em W, isto é,

LV,W)={T:V — W; T élinear}.

Dadas Ty, Ty € Z(V,W) e A € R, definimos a adi¢io Ty + Ty : V — W e
o produto por escalar N1y : V. — W por

(Tl + TQ)(’U) = T1 (’U) + TQ(U) € ()\Tl)(v) = /\T1 (U)

E imediato que, para quaisquer 71,1 € Z(V,W)e A € R, tem-se T1+T, €
LV, W) eIy € Z(V,WW). E também de facil verificacio que essas operacdes
tém as propriedades fundamentais (comutatividade, associatividade, etc.) que
conferem a Z(V, W) uma estrutura de espago vetorial (verifique!).

Tomando-se bases B C V e B' C W, para quaisquer T}, T, € Z(V,W),
veVeleR, tem-se

(Ty + M) ()]s = [Ti(v) + ATa(v)]s = [T1(v)]s + A[T2(v)]s
= [TWE vl + AT2JE [v]s = ([T1]E + A[T2)5)[v]s -

Segue-se, entao, dessa ultima igualdade, juntamente com a unicidade da
matriz de uma transformacao linear com respeito a bases predeterminadas, o
resultado seguinte.

Proposicao 3.7 (A MATRIZ DA SOMA E A SOMA DAS MATRIZES). Considere transfor-
magoes lineares Ty, Ty € L(V, W), em que V e W sao espagos vetoriais de di-
mensoes n e m, respectivamente. Entao, para quaisquer bases B C V, B C W,
e todo A € R, wvale a iqualdade:

[Ty + \TR)E = [T]E + A[To)5 -
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Em particular, a aplicacdao

LV, W)

— M(m,n)
.

/

¢ uma transformacao linear.

Investiguemos, agora, o comportamento das transformacoes lineares com
respeito a composicao de aplicagoes. Para tanto, tomemos espagos vetoriais U,
V, W, e aplicacoes lineares T} : U — V', T, : V — W. Verifiquemos, entao, que
a composta To 0Ty : U — W é linear. Com efeito, dados u,v € U e X\ € R,
tem-se

(TooTy)(u+ Av) = To(Ti(u+ Av)) = To(T)(u) + AT (v))
= TQ(TI(U)) + )\TQ(Tl(’U)) = (TQ e} Tl)(u) + )\(TQ @) Tl)(U),

donde 75 o Ty é linear.

Diz-se, entao, que T'="Ty0T, : U — W é o produto de T5 e T}, e escreve-se
T =T5T; . Dado um operador linear T": V' — V| o produto TT"...T, com k fa-
tores, denota-se também por T*. Essa nomenclatura justifica-se pelo resultado
seguinte que, grosso modo, nos diz que a matriz do produto de transformacoes
lineares é o produto das matrizes correspondentes.

Proposi¢ao 3.8 (A MATRIZ DO PRODUTO E O PRODUTO DAS MATRIZES). Sejam U, V
e W espacos vetoriais de dimensao finita, e T}y : U — V, Ty : V. — W aplicagoes
lineares. Entdo, para quaisquer bases A C U, BCV eC C W, tem-se:

(1,15 = [T]5[T]%. (3.14)
Demonstracao. Dado u € U, considere os vetores
v=Ti(u) eV e w="Ty(v)=(TT1)(u) € W.
Nessas condigoes, temos
(a1 )ule = [Tr(v)le = [Tag[v]s = T[T (w)]s = (T[T [ul 4,

o que implica a igualdade (3.14). |
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Uma vez que transformacoes lineares entre espacos de dimensao finita sao
univocamente associadas a matrizes, segue-se das Proposicoes 3.7 e 3.8 que a
algebra das transformacoes lineares tem as mesmas propriedades da algebra
das matrizes. Mais precisamente, se T, Ts, T3 sao transformacoes lineares
entre espagos de dimensao finita, valem, sempre que os produtos e adigoes
mencionados estejam definidos, as seguintes igualdades:

i 0=07, =0;

i) ThI = IT, =T, , em que [ é a identidade;

iv) (Ty + 1)1 = ThTs + ToT5;;

\% (TlTQ)Tg T1 (TQTg),

i) T
i)
i) Ty (Ty + Ty) = TvTy + ThT5
)
)
vi)

()\TI)T2 Tl()\TQ) - )\(Tng) V)\ c R

Convém mencionar que, se 17,75 : V' — V' sao operadores distintos, tem-
se, em geral, T\ Ty # TyT} , isto é, assim como o produto de matrizes, o produto
de operadores lineares nao é comutativo. Quando ocorre 11Ty = 15T, dize-
mos que 17 e Ty comutam. Segue-se, portanto, da Proposicao 3.8, que, para
qualquer base B de V, Ty e Ty comutam se, e somente se, as matrizes [T1]z e
(T3] comutam.

Exemplo 3.18. Sejam T}, 75, Ts : R? — R2 0s operadores lineares dados por
TIi(z,y) = (-y,2), Taz,y) = (-z,y) e Ti(z,y) = (22,y).

Temos que suas respectivas matrizes com respeito a base canonica de R? sao

[Tl]:[(l) _(1)}7 [Tz]z{_é (1)] e [T3]=[(2) [1)1

Dal, verifica-se facilmente que [7}] ndo comuta com [T] ou [T3], e que [T3] e [T3]
comutam. Logo, valem as mesmas afirmagoes para as transformacoes lineares
correspondentes.
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3.6 Isomorfismos

Estudaremos agora as transformacoes lineares bijetivas, chamadas de iso-
morfismos, as quais tém a propriedade fundamental de determinar uma relagao
de equivaléncia na classe dos espagos vetoriais.

Iniciemos estabelecendo uma propriedade peculiar das transformacoes line-
ares bijetivas, conforme a proposicao seguinte.

Proposi¢ao 3.9 (LINEARIDADE DA INVERSA). Seja T : V. — W uma aplicagao
linear bijetiva. Entdo, a inversa de T, T—1: W — V, € linear.

Demonstragdo. Dados wi, wy € W e X € R, sejam v; = T (w;) e vy =
T~ (wy). Uma vez que T ¢ linear, tem-se T'(vy + Avg) = T(vy) + AT (vg) =
wy + Awy . Dessa forma,

T_1<w1 -+ )\wg) =V + )\UQ = T_l(wl) + )\T_l(wg),
donde T é linear. [ |

Uma aplicacao linear bijetiva T : V' — W, como mencionamos acima, ¢ dita
um isomorfismo. Nesse caso, pela Proposicao 3.9, T-! : W — V é também
um isomorfismo. Nessas condi¢oes, podemos dizer que os espacos V e W sao
isomorfos, e indicar essa relacao por V. ~ W. Assim, ~ é simétrica. Além
disso, observando-se que a aplicacao identidade de um espago vetorial é um
isomorfismo, infere-se que ~ é reflexiva. Por fim, uma vez que uma composicao
de bijecoes é também uma bijecao, conclui-se que ~ é também transitiva.

Em suma, vale o resultado seguinte.

Proposicao 3.10. A relacdo de isomorfismo € uma equivaléncia na classe dos
espacos vetoriais.

Exemplo 3.19. Considere o espaco
P, ={p € Plt,R]; p=0ou grau(p) <n, n € N}
(vide Exercicio 11 — Cap. 2). A aplicagao

T Po — R3
at> +bt +c + (a,b,c)
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é linear e bijetiva (verifique!), donde se conclui que o espago Py é isomorfo a
R3. Analogamente, o espaco P, é isomorfo a R,

Mais geralmente, tem-se:

Proposicao 3.11. Dois espacos vetoriais de dimensdao finita sao isomorfos se,
e somente se, tém a mesma dimensao.

Demonstragcao. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Se V ~ W,
segue-se do Corolario 3.2-(i) que dim V' = dim W.

Suponhamos agora que valha dimV = dim W = n, e tomemos bases B =
{vi,...v,} e B' = {wq,...w,}, de V e W, respectivamente. Pela Proposicao
3.1, existe uma unica transformagao linear 7' : V' — W que satisfaz T'(v;) =
w; Vi € {1,2,...n}. Esse fato, juntamente com os resultados da Proposigao
3.6 e do Corolério 3.2-(ii), nos leva a conclusao de que T é bijetiva e, portanto,
um isomorfismo. [ ]

Corolario 3.4. Todo espaco vetorial de dimensao n € isomorfo ao espaco R™.

Proposicao 3.12. Sejam V e W espacos vetoriais de mesma dimensao finita.

Entao, dadas bases B C V e B C W, tem-se que uma transformacao linear

’ . . / Y s,
T :V — W € um isomorfismo se, e somente se, a matriz [T|5 ¢ invertivel.

No caso afirmativo, vale a igualdade:
(T15) " =175 -

Demonstrag¢ao. Suponhamos que T : V. — W seja um isomorfismo. Nesse
caso, designando-se por Iy = W — W a aplicagao identidade de W, temos
que TT~! = Iy. Logo, pela Proposicao 3.8,

Iwls = [TT s = [T)5 [T715,. (3.15)
Analogamente, tem-se que T~'7T = I,, donde se obtém

[Iv]s = [T715 (T35 - (3.16)
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Uma vez que ambas as matrizes, [Iy]p e [Iy]s, coincidem com a matriz iden-
tidade de ordem n = dimV = dim W, segue-se de (3.15) e (3.16) que [T]5 ¢é
invertivel e que ([T]8)~! = [T71]5..

Reciprocamente, supondo-se que [T]g/ seja invertivel, temos que o ntcleo
de T é trivial, donde T" ¢ injetiva e, portanto, bijetiva, ja que V e W tém mesma
dimensdo. Com efeito, se T(v) = 0, entdo, [0z = [T'(v)]z = [T]5 [v]s. Logo,
[v]g = ([T]8) 0]z = [0]s , donde v = O e, portanto, Nuc (T) = {0}. |

Corolario 3.5. Sejam T € £ (V') um operador linear num espago V' de dimen-
sao finita, e B uma base arbitraria de V. Entao, T € invertivel se, e somente

se, [T € invertivel. No caso afirmativo, tem-se [T = [T]5".

Decorre diretamente da Proposicao 3.7 o resultado seguinte.

Teorema 3.3 (2(V,W) E M(m,n) SAO ISOMORFOS). Sejam V e W' espacos vetoriais
de dimensoes n e m, respectivamente. Nessas condicoes, dadas bases B C 'V e
B' C W, tem-se que a aplica¢do

LV, W) — M(m,n)
T = [Tg,

que associa a cada transformagcao linear T € L (V,W) a sua matriz com res-
peito a B e B, é um isomorfismo. Em particular, dim £ (V, W) = mn.

Se V e W sao como no teorema acima, segue-se dele e do Corolério 3.4 que

LV, W) ~ M(m,n) ~R™.

3.7 Aplicacao aos Sistemas Lineares

Nesta secao que encerra o capitulo, faremos uma breve aplicagao dos resul-
tados obtidos ao estudo dos sistemas lineares. Em particular, estabeleceremos
condicoes sobre as matrizes A e B de um sistema linear AX = B para que o
mesmo admita solu¢ao. Antes, consideremos o seguinte resultado.
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Lema 3.1. Suponha que o sistema linear AX = B admita uma solu¢ao parti-
cular X, . Entao, X € solucdo de AX = B se, e somente se, X = X, + Xp,
em que X, € uma solugao do sistema homogéneo AX = 0. Em particular, X,
€ uma solucao unica de AX = B se, e somente se, AX = 0 admite apenas a
solucao trivial.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Xj seja uma solucao de AX = 0. Entao,
para X = X, + X, , teremos

AX = A(X) + X,) = AX), + AX, = AX, = B,

donde X serd uma solucao de AX = B.

Reciprocamente, suponha que X seja uma solucdo de AX = B. Nesse
caso, fazendo-se X, = X — X, , verifica-se igualmente que X é uma solugao
do sistema homogéneo AX = 0. |

Dados um subespago vetorial W de R™ e um vetor nao nulo v € R”, cha-
mamos de subespaco afim determinado por W e v, o conjunto

W4+v={w+v;weW}

Conforme constatamos anteriormente, para toda matriz A € M(m,n), o
conjunto solugao do sistema linear homogéneo AX = 0 é um subespago vetorial
de R™, o qual, naturalmente, corresponde ao ntcleo da transformacao linear
associada, Ty : R" — R™. Segue-se, portanto, do Lema 3.1, que o conjunto
solucao do sistema linear AX = B é o subespago afim:

NucTy +v, ={v+v, € R"; v € NucTy},
em que v, € R" satisfaz A[v,] = B (Fig. 3.1).

Teorema 3.4 (SOLUBILIDADE DE SISTEMAS LINEARES). Dadas matrizes A € M(m,n)
e B € M(m,1), o sistema linear AX = B admite solugdo se, e somente se,

posto A = posto [A | B]. (3.17)

No caso afirmativo, a solugcao € unica se, e somente se, posto A = n.
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NucTs + vp

Figura 3.1: O conjunto solucdo de AX = B como um subespago afim de R".

Demonstracao. Sejam wy ,...,w, € R™ os vetores coluna de A. Fazendo-se
B = [w], w € R™, pelo Teorema 3.1, existe uma solu¢do de AX = B se, e
somente se, w € Im T4, o que ocorre se, e somente se, w € ger {wy,...,wy,}
(vide Proposic¢ao 3.5 e Observagao 3.1). Uma vez que [A|B] = [wy -+ - w, w],

temos que essa tltima condigao é claramente equivalente a igualdade (3.17).
Pelo Lema 3.1, se existe uma solucao particular X, de AX = B, entao essa
solugao é tnica se, e somente se, o sistema homogéneo associado admite apenas
a solucao trivial. Esse fato, porém, é equivalente a independéncia linear dos
vetores coluna de A (vide Proposigao 2.6), isto é, a igualdade posto A =n. W

Exercicios
Secao 3.1

1. Verifique, em cada item, se a aplicacao 1" é ou nao uma transformacao
linear.

a) T:R? 5 R3, T(r,y) =3z —2y,x —y, —2x + 2y);
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b) T:R* = R T(x,y,2 w) = (zy, zw);
c) T:R> =R T(r,y,2)=(r+y—2z,0—2y+z,1—2);
d) T:R* - R? T(x,y) = (z+y— 2,42 —y/2,x + y).

. Sejam T : 'V — W uma transformacao linear e Wy C W um subes-

pago vetorial de W. Prove que T-'(Wy) := {v € V; T(v) € Wy} é um
subespaco vetorial de V.

. Seja T : V. — W uma transformacao linear. Prove que, se o conjunto

{T(v1),...,T(vg)} é LI em W, entao {vy,...,v;} é Ll em V.

. Sejam Vy, Vi C V subespacos de V, e T': V — W uma transformacao

linear. Mostre que T'(Vo + Vi) =T (Vo) + T'(V1).

. Sejam T : V' — V um operador linear e A € R. Prove que:

a) V={veV,; T(v) =M} é um subespago vetorial de V;

b) Se vy € V), e vy € V), 880 nao nulos e A\; # Ag, entdo vy e vy sao LI

Secao 3.2

. Seja A uma matriz quadrada de ordem n que possui linhas ou colunas

nulas. Prove que a transformagao linear 7' : R® — R", tal que A = [T,
nao ¢ injetiva ou sobrejetiva.

. Seja f: R®™ — R um funcional linear nao identicamente nulo. Prove que

f é sobrejetivo, e que existe uma base B de R", tal que
f(z1,...,2)5 = axy, a € R.

Exiba, entao, a matriz de f com respeito a base B.

. Dada A € M(2), seja T : M(2) — M(2) a aplicacdo definida por

T(X)=AX, X € M(2). Prove que T ¢ linear ¢ determine a matriz de
T com respeito a base canonica de M (2).

Secao 3.3
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Considere, em R2, as bases

B = {(17 1)7 (-1, 1)} e B'= {(2’ 1), (0, 1)}7
e determine as matrizes de mudanga de base, [I]5 e [[]5. Em seguida,
determine as coordenadas de v = (—1, 3)g com respeito a B’, bem como

as coordenadas de w = (—1, 3)p com respeito a B.

Sejam B e B’ como no exercicio anterior, e T : R? — R? o operador linear
definido por T'(z,y) = (z —y, z +2y). Determine as matrizes [Tz e [T]s
e compare 0s seus respectivos tracos.

Sejam B e B’ as seguintes bases de R3 :
e B3={(5,—-1,3),(—6,4,—6),(—6,2,—4)};
e 5 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Mostre que existe um subespaco de dimensao 1, W C R?, tal que

[U]B = [U]B/ Yo e W.

Secao 3.4

Prove que existe uma transformacao linear 7' : R* — R* que satisfaz
ambas as condigoes:

e nuc? =ger{(1,0,1,0),(—1,0,0,1)};

e Im7 =ger{(1,-1,0,2),(0,1,—1,0)}.
Determine o ntcleo e a imagem de cada transformacao do Exercicio 1

que seja linear. Em seguida, investigue o comportamento de cada uma
delas no que diz respeito a injetividade e sobrejetividade.

Determine o ntcleo e a imagem da transformacao linear T : Py — P
definida pela igualdade:

b
T(at® + bt + ¢) = %t?’ 5t et
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Sejam T, Ty € Z(V, V) operadores lineares de um espago vetorial V' de
dimensao finita. Prove que:

a) Existe T € Z(V,V) satisfazendo T} =TT < ImT; C ImTy;

b) Existe T € Z(V,V) satisfazendo Ty = TTy < nucTy C nucT; .
Sejam V' e W espagos vetoriais de dimensao finita, e Wy C W um su-
bespaco de W. Dada uma transformacao linear T : V' — W, considere o
subespaco Vy = T~1(W,) (vide Exercicio 2) e denote por Ty : Vo — Wy a

restricao de T" a Vj. Verifique que nuc Ty = nucT’ e conclua, através do
Teorema do Nicleo e da Imagem, que

dimVy > dimV — dim W + dim T'(Vp).

Sejam 17,75 : V. — V operadores lineares num espaco vetorial V' de
dimensao finita. Verifique que Ty( nuc (7173) ) C nuc (7}), e conclua que
vale a seguinte desigualdade:

dim(nuc (T173)) < dim(nuc T7) + dim(nuc T3).
Generalize para um nimero finito de operadores 17 ,..., T} .
Secao 3.5

Considere transformagoes lineares Ty ,7T» € Z(U,V) e T3 € ZL(V,W).
Mostre, entao, que:

a) posto (T} +T5) < posto (11) 4+ posto (1), ocorrendo a igualdade se,
e somente se, tivermos 71(U) N T3(U) = {0}.

b) posto (7577) < min{posto (11), posto (T3)}, ocorrendo a igualdade
se Ty for sobrejetiva ou T3 for injetiva.

Seja T': V' — V um operador linear. Suponha que exista v € V satisfa-
zendo T"(v) = 0 e T*~!(v) # 0 para algum k € N. Prove que o conjunto
{v,T(v), T*(v),..., T*1(v)} é LL
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Seja T : V — V um operador linear. Prove que 72 = 0 se, e somente se,
Im7 C nucT.

Use o Corolario 3.3 e os resultados da Secao 3.5 para mostrar que o
produto AB € M(n), de uma matriz A € M(1,n) por uma matriz
B € M(n, 1), nunca é invertivel.

Secao 3.6

Considere um isomorfismo 7' : R? — R?, e suponha que a, b, ¢, d € R?
sejam vértices de uma paralelogramo. Mostre que vale o mesmo para

T(a), T(b), T'(c) e T(d).

Diz-se que um operador 1" : V' — V é nilpotente, quando existe k € N, tal
que T% = 0. Mostre que, se T : V — V é nilpotente, entao T—1 : V — V
é um isomorfismo, em que I denota o operador identidade de V.

Aplique o Corolario 3.5 para mostrar que, dadas matrizes A e B em
M(n), se AB = I, entdo BA = I, isto é, A e B sao invertiveis, sendo
uma a inversa da outra.

Sejam A e B matrizes n x n, V um espago vetorial de dimensao n, e B
uma base de V. Prove que, se A e B sao semelhantes, entao existem uma
base B, de V, e um operador linear 7' : V' — V, tais que [T]g = A e
[T)s = B.

Dadas matrizes A, B € M(n), seja T : M(n) — M(n) a transforma-
¢ao linear definida por T(X) = AX — X B. Mostre que, se A e B sao
semelhantes, entao 1" nao é um isomorfismo.

Sejam V' e W espacos vetoriais, tais que dim V' = n e dim W = m. Dadas
bases By, By C V, e B}, B, C W, e uma transformacao linear 7': V- — W,
mostre que existem matrizes invertiveis, M € M(m) e N € M(n), tais
que MTT5! = [T]g:N.
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Determinantes

Neste capitulo, estudaremos os determinantes. O determinante de uma
matriz quadrada A é um nuimero real, a ela associado, cujas caracteristicas
refletem certas propriedades de A. Estabelece-se, por exemplo, que A serd
invertivel se, e somente se, seu determinante for nao nulo.

Conforme constataremos nos capitulos posteriores, o determinante desem-
penha também um papel fundamental na teoria de operadores lineares em
espacos de dimensao finita, bem como na conceituagao de volume em espacgos
euclidianos. Como consequéncia, determinantes tém uma grande incidéncia
em diversas teorias da matematica, especialmente em Analise e Geometria.

Assim, para cada n € N, definiremos uma fun¢ao determinante em M(n).
Verificaremos, entao, suas principais propriedades e, através das mesmas, ob-
teremos alguns resultados fundamentais, incluindo-se o supracitado critério de
inversao de matrizes.

4.1 Determinantes em M(2)

Consideremos uma matriz quadrada de segunda ordem, A = (a;;)2x2, €
observemos que, pela Proposicao 2.5, um sistema linear do tipo

AX =B
admite uma tnica solucao se, e somente se, as entradas a;; de A satisfazem

a11Q922 — A12091 7& 0. (41)

93
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Em particular, a condicao (4.1) é equivalente a invertibilidade de A e, portanto,
a invertibilidade do operador linear T' € Z(R?* R?), tal que [T] = A.
Esses fatos sugerem o estudo da fun¢ao © : M(2) — R, definida por

D(A) = anag — azag, A= (aij)ax2 - (4.2)
Para tanto, identificaremos M (2) com R? x R? através da correspondéncia
A= (ay) e M(2) = (v,v2) € R® X R?,

em que v; = (ay1,a21) € vg = (aa,ag) sao os vetores coluna de A.
Verifica-se, entao, que a fungao ® tem as seguintes propriedades, as quais
sao vélidas para quaisquer v, ,v5,v53 ER2e A ER :

1) D(v1 + Mg, v3) = D(v1,v3) + XD (v, v3);
i) D(vy, vy + Avg) = D(v1,v2) + XD (v1,v3);
iii) D (vy,v1) = 0;
iv) D(eq,e0) =1

Assim, © é bilinear (propriedades (i) e (ii)), alternada (propriedade (iii))
e vale 1 na matriz identidade de M(2) (propriedade (iv)). Além disso, como
consequéncia das trés primeiras propriedades, tem-se que ® ¢é antissimétrica,
isto é, para quaisquer v; , v, € R?, vale a igualdade

v) D(vy,vg) = —D(va,v1).
De fato, segue-se de (i), (ii) e (iii) que:

0 = @<U1+U2,U1+U2)
= D(v1,v1) + D(v1,v2) + D(va,v1) + D (vg, v3)
= D(vi,v2) +D(vy, v1).

Suponhamos agora que ®’ : R? x R? — R seja uma funcao que cumpra
as propriedades (i)—(iv) acima e, consequentemente, a propriedade (v). Nessas
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condigoes, dados v; = (a11,a21) € vy = (a2, az) em R?, tem-se

@/(Ula vg) = 9/( aner + ases, ajzer + anes )
= a11a12©/(€1> e1) + a11a229’ (e, e3)
+ag1a129" (€2, €1) + az a0’ (e2, €2)

a11Q22 — A12G21

= @(Ul,vg),

isto é, ©® e ®’ sdo fungoes iguais.

Segue-se dessas consideracoes que a tnica funcao definida em R? x R? que
é bilinear, alternada e que vale 1 em (e, e3) é a a fungao © definida em (4.2),
a qual denomina-se determinante.

Dada uma matriz A = (a;;)2x2 em M(2), denota-se o determinante de A
por det A e escreve-se

ail Az

det A =

= a11022 — A12G27 -

Q21 QA22
Temos, entao, o seguinte resultado:

Proposigao 4.1. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes acerca de uma matriz

Ae M(2):

e Para toda matriz coluna B € M(2,1), o sistema linear AX = B admite
uma unica solucao;

e A ¢ invertivel;

e det AF#0.
. . 2 1 . N
Segue-se da Proposicao 4.1 que a matriz A = Ik contrariamente a
: L3 . . :
matriz B = A é invertivel, pois det A=1+# 0 e det B = 0.
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4.2 Determinantes em M(n)

A fim de estender para M(n) a nogao de determinante introduzida na segao
anterior, identifiquemos esse espago com R™ x --- x R™ (n cépias) através da
seguinte correspondéncia:

A:(aij)anEM(n) = (vl,...,vn)ER”x---xR",

em que, para cada j € {1,...,n}, v; = (a;,...,an;) é 0 j-ésimo vetor coluna
da matriz A.

Definigao 4.1 (n-rormMA). Uma fungdo f : R” x - - - x R™ — R é dita n-linear ou,
equivalentemente, uma n-forma em R", se, para todo indice j € {1,...,n},
vale a igualdade

for, .., v 4wy, 0,) = MV, v, 0n) H (01, w0y
quaisquer que sejam A € Revy,...,v5,w;,...,v, € R™

Exemplo 4.1. A funcao

f(Ul,...7’l}n) = a1y ...-0Qpp , Uj = (alj,...,anj) GR”,
é uma n-forma em R". Com efeito, dados j € {1,...,n} e X € R, tem-se, para
quaisquer v = (1, ...,Z,), W= (Y1,...,Yn) € R", que

flog, ..., v+ Aw, ..., v,) = ann... (T + Ayj) ... ang

= an...xj...am—i—)\an...yj...ann,
donde se conclui que
flog, ..., 0+ Aw, ..., 0,) =f(vr, ..., 0,00 00) F AMf(V1, . W, Uy).

Defini¢ao 4.2 (n-FORMA ALTERNADA - ANTISSIMETRICA). Diz-se que uma n-forma
f em R™ é alternada se, para quaisquer n vetores vy ,...,v, € R", tem-se

f(’l}l,...,’Un):O
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sempre que v; = v; para algum par de indices i # j € {1,...,n}. Diz-se que §
é antissimétrica, se

F1, .U 0n) = (U1, U Y U),
quaisquer que sejam 4,5 € {1,...,n}.

Dadas duas n-formas em R", | e g, verifica-se facilmente que, para todo
A € R, a fungao f + Ag é uma n-forma em R"™. Além disso, f + Ag ¢ alternada,
se f e g o forem. Dali, segue-se que

F(R") = {n-formas emR"} e A(R") = {n-formas alternadas em R"}

sdo espagos vetoriais, sendo que A(R"), evidentemente, é um subespaco de
F(R™).

Proposicao 4.2. Sejam f uma n-forma alternada em R™ e {vy,...,v,} C R"
um conjunto LD. Entdo, f(vy,...,v,) =0.

Demonstracao. Com efeito, pela n-linearidade de f, se um dos vetores v; for
nulo, teremos f(vy,...,v,) = 0. Caso contrario, pela Proposi¢ao 2.9, existem
ke{2,....n} e ,..., k1 €R, tais que vy = Aoy + -+ + A\p_10x_1 . Logo,

for, oy Uy ey Un) = F(V1, ooy U1, MO+ -+ Apm 1 U1, U1y - -+, Up) = 0,
uma vez que f é n-linear e alternada. |

Proposicao 4.3. Uma n-forma em R™ € alternada se, e somente se, é antissi-
métrica.

Demonstracao. Seja f uma n-forma alternada em R". Nesse caso, dados i, €
{L,...,n}ev,...,0,...,05,...,u, € R", tem-se

0 = flvr,.., 0+ 05,0 +0j,...,0,)
= f(v1,. . Ve Uiy 0n) (01, VU, Uy
FF(v1, e, U, Vi U) (U1, U Uy)

= f(v1,. . Vi, U, 0n) F (U1, U,V U)
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donde § antissimétrica.
Reciprocamente, suponhamos que f seja uma n-forma antissimétrica em

R™. Entao, para quaisquer vy, ...,v,,v € R" vale a igualdade
f(or, .y, ) = =V, 0, U Uy,
Logo, f(v1,...,v,...,v,...,v,) = 0, isto é, f é alternada. [

4.2.1 Existéncia do Determinante

Definigao 4.3 (FuNgAO DETERMINANTE). Uma n-forma alternada © em R”, a
qual cumpre D (ey,...,e,) = 1, é dita uma fun¢do determinante.

Claramente, a funcao identidade é a tinica fungao determinante em R. Con-
forme vimos na secao anterior, existe também uma tnica funcao determinante
em R? x R? & M(2).

Vejamos o caso n = 3, isto é, suponhamos que ® : R3 x R* x R® = R
seja uma funcao determinante. Escrevendo-se v; = Z?:1 a;je; e valendo-se das
propriedades de 3, tem-se

3 3 3
©(U17U2,U3) = 9 E ailleilag ai22ei27§ Q333645

=1 ia=1 iz=1
= apaxa®(er, e, €3) + a11a32a230 (€1, €3, €2)
+ asra12a330 (e, €1, e3) + agasea139 (g, €3, €1)

+ a31012023D (€3, €1, €2) + a31a92a139D (€3, €2, €1).

Porém, por defini¢ao, D(ey, es,e3) = 1 e, pela Proposigao 4.3, © é antissimé-
trica. Logo, pondo-se A = (vq,v9,v3) € M(3), tem-se

Q(A) = (11022033 — (11032023 — Q21012033 T 021032013 + A31012023 — 431022013 -
Observemos agora que essa ultima igualdade pode ser escrita como

@(A) = Cl11(a22G33 - (l32G23) - a21(a12a33 - a32a13) + a31(a12a23 - CL22CL13)

= a1l det All — a921 det Agl + asi det Agl, (43)
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em que Ay;, j € {1,2,3}, é a matriz 2 x 2 obtida de A por eliminacao de suas
primeira linha e j-ésima coluna.

A igualdade (4.3) sugere fortemente a construgao de fungoes determinante
por inducao, conforme o faremos na demonstracao do Teorema 4.1. Antes,
porém, consideremos o lema seguinte.

Lema 4.1. Seja f uma n-forma em R"™ com a sequinte propriedade: Para todo
Jj€{2,...,n} e quaisquer vy, ...,vj_1,0;,...,0,, tem-se

f('l}], ey Uj—1,U5, ... ,’Un) =0
sempre que vj_; = vj . Entao, { € alternada.

Demonstracao. O argumento usado na primeira parte da demonstracao da
Proposicao 4.3 aplicado a n-forma f prova que

f('l)l, ey V-1, U5, .. 7’Un) = —f('Ul, ey Vi, V5—1, - 7’Un),
quaisquer que sejam j € {1,...,n} evy,...,vj_1,0j,...,v, € R". Além disso,
toda n-upla (vy,...,v;,...,vj,...,v,) de vetores de R pode ser transformada
na n-upla (vi,...,v;,vj,...,0,) através de permutacoes sucessivas de vetores

adjacentes, isto é, do tipo v,_1, vr . Segue-se, entao, da igualdade acima, que

flor, .. 005, ) = (= D)P f(01, -, 0,0, ., ),

em que p é o numero de permutacoes realizadas. Em particular, se v; = vj,
tem-se f(v1,...,0i,...,0;,...,v,) =0, donde se conclui que f é alternada. W

Teorema 4.1 (EXISTENCIA DO DETERMINANTE EM M(n)). Para todo n € N, existe
uma fungao determinante em M(n).

Demonstrag¢ao. A prova sera por indugao sobre n. O resultado é imediato para
n = 1. Suponhamos, entao, que, dado n > 2, exista uma funcao determinante
D em M(n — 1), e definamos a fun¢ao ©; em M (n) por

n

D1(A) = (=1)"ayD(Ay), (4.4)

j=1
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isto é
D1(A) = an®(An) — a129(A2) + - + (_1>1+na1n©(141n) ;

em que Ay, j € {1,...,n}, é amatriz (n—1) x (n—1) obtida de A eliminando-
se sua primeira linha e sua j-ésima coluna.
Mostremos, pois, que ©; é uma fungao determinante em M(n), o que,
juntamente com o Principio da Indugao, nos levard a conclusao do teorema.
Com esse propésito, consideremos a aplicacao linear T : R* — R" !, de-
finida por T(z1,...,2,) = (x2,...,,), e observemos que, para cada j €
{1,...,n}, vale a implicagao:

A (Ul e 7?Jn) = Alj = (T(Ul), .. ,T(Uj_l),T(Uj+1), R ,T(Un))
Em particular, a aplicacao
A= (vr,...,u,) € M(n) — Ayjj € M(n—1)

¢ linear com respeito a cada uma das varidveis vy ,...,vj_1,0j41,...,0,. Con-
sequentemente, uma vez que ® é (n — 1)-linear, vale o mesmo para a fungao

A (Ul e ,Un) € M(’I’L) — fj(vl yee s 7’Un) = ale(Alj). (45)

Além disso, tomando-se A € R e v = (al;,...,a,;) em R", tem-se

fj(vh ] + )\’U}, ce ,Un) = (alj + )\a/lj)Q(Alj)

= Fi(vr, v, vn) F A (01, ),

ou seja, f; € linear, também, com respeito a v, .

Segue-se que, para todo j = 1,...,n, a funcao f; é n-linear. Portanto, ©,,
sendo uma combinacao linear dessas fungoes, é n-linear.

Tomemos agora A = (vy,...,v,) € M(n) e suponhamos que, para algum
k € {2,...,n}, tenha-se vy_; = vr. Nesse caso, para todo j € {1,...,n}
diferente de £ — 1 e de k, a matriz A;; tem duas colunas iguais. Além disso,
as matrizes A1) e Ay sao iguais. Logo,

@1(1}1, Ce ,Un) = (—1)ka1(k_1)®(A1(k_1)) + (—1)k+1a1k@(141]€) =0.
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Dessa igualdade e do Lema 4.1, conclui-se que © ¢ alternada.

Por fim, verifica-se por substituigdo direta que D4(ey,...,e,) = 1, donde
se infere que ®; é uma fungdo determinante em M (n), como queriamos de-
monstrar. |

Através de um argumento andlogo ao da demonstracdo acima, prova-se

que, para todo i € {1,...,n}, a fungao
Di(A) =) (1) D(Ay), A€ M(n), (4.6)
j=1

¢ uma funcdo determinante em M (n), dita o desenvolvimento de Laplace de
A com repeito a sua i-ésima linha.
Consideremos, por exemplo, a matriz

1 -1 0
A=11 2 =3
2 0 1
Temos que:
2 =3 1 -3 1 2
o@l(A)—l.O 1‘4—1.‘2 1’—1—0.'2 0‘—9,
-1 0 10 1 -1
e Dy(A)=— 0 1‘+2.‘2 1‘+3.‘2 0’:9;
-1 0 1 0 1 -1
e D3(A)=2. 5 _3‘—0.'1 _3'4—1.‘1 2’:9;

o que sugere a unicidade da fungao determinante, tema da préxima secao.

4.2.2 Unicidade do Determinante

No que se segue, constataremos que as n expressoes (4.6) definem a mesma
funcao determinante, o que decorrera do fato de que, na verdade, para todo
n € N, existe uma tnica fun¢ao determinante em M(n). A demonstragao desse
fato nos levara a fazer algumas consideracoes sobre permutacoes.
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Definigao 4.4 (PERMUTACAO - TRANSPOSICAO). Dado n € N, uma permutacdo (de
grau n) é uma funcao bijetiva o : N,, — N,,, em que N,, = {1,...,n}. Uma
permutacao o de grau n ¢ dita uma transposicao, se existem 7,5 € N, , tais
que:

* i 7 J;
e (i) =jeo(j) =1
o o(k)=kVk e N, — {i,j}.

Adotaremos a seguinte notacao: Dada uma permutacao o : N, — N,
escreveremos o(1) = oy,...,0(n) = 0,. Quando o e 7 forem, ambas, permu-
tagoes de grau n, denotaremos a composta ¢ o 7 como o produto o7. Eviden-
temente, o produto de permutacoes de grau n é também uma permutacao de
grau n.

Dito de forma simples, uma permutacao de grau n nada mais é que uma
reordenacao da sequéncia 1,...,n. A partir desse ponto de vista, é facil ver
que toda permutacao se expressa como um produto de transposigooes, isto
é, qualquer permutacao preestabelecida pode ser obtida, reordenando-se os
elementos de IV,, de dois em dois. Assim, para toda permutacao o : N,, = N,,,
existem transposicoes 71, ..., T, tais que

O=T1...Tk. (4.7)

\

A igualdade (4.7), chamaremos uma representagao de o.

E claro que, em geral, uma permutacao admite mais de uma representacao.
No entanto, o nimero k de transposicoes de uma representacao qualquer de
uma permutacao o ¢ sempre par ou sempre impar, ou seja, a paridade de k
depende de o, nao da representagao em si. Curiosamente, podemos demonstrar
facilmente esse fato, de carater puramente combinatorio, usando a teoria de
determinantes. Com efeito, seja ® uma funcao determinante em M(n). Uma
vez que ® é antissimétrica, se ¢ for uma permutacao de grau n representada
como em (4.7), teremos que

D(egys--rq,) = (=1 D(er, -+ ,e,) = (1)
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Dessa forma, k serd par ou impar, conforme tenha-se D (e,,,...,€,, ) =1
ou D(ey,, ++ ,€y,) = —1, respectivamente.

Definigao 4.5 (PARIDADE DE PERMUTACOES). Diz-se que uma permutagao é par,
quando é representada por um numero par de transposicoes. Caso contrario,
ela é dita impar. Define-se o sinal de uma permutacao o, sgno, como 1, para
permutacoes pares, e —1, para permutacoes impares.

Tomemos agora uma n-forma alternada §f em R"™. Pondo-se, para cada
indice 7 € {1,--- ,n},

n
E : n

Uj = (alj, cee ,anj) = aijei € R s
i=1

e procedendo-se como o fizemos no caso particular n = 3, conclui-se, igual-
mente, que f(vq,...,v,) é¢ uma soma de n! parcelas do tipo

5110052 - - - Qg,n f(60'17 €ogy - - 760n)7

em que cada o é uma permutacao de grau n. Uma vez que | é antissimétrica,
essa expressao nada mais é que

(SN 0) Ay 100y2 - - - Ao, fE1, €2, . .. €4),

isto ¢, dada A € M(n), tem-se

F(A) = (s800) 01002 - - - Qg (1), (4.8)

ogeN

em que A = {permutacoes de grau n}.
Segue-se da igualdade (4.8) que existe uma unica fungao determinante em
M(n), a qual denotamos por det , isto é,

det A = Z (88N 0)Ap100y2 - * Ugpn s A = (a;;) € M(n). (4.9)

ocEA

Em suma, tem-se o resultado seguinte.
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Teorema 4.2 (UNICIDADE DO DETERMINANTE). Para todo n € N, existe uma tunica
fungdo determinante em M(n), a qual denota-se por det e define-se através
da igualdade (4.9). Além disso, se § for uma n-forma alternada, para toda
matriz A € M(n), valerd a sequinte igualdade:

f(A) = (det A)f(I).
Em particular, dim A(R™) = 1.
Dada uma matriz A = (a;;) € M(n), observemos que

(g1 100y2 - - - Qoyn = (pp=10g,=1 o Oy Vo € A.

1

1 —
=T -

Além disso, se o se expressa como em (4.7), entdao, o~ .7 !, donde

sgno = sgno ! Dessas consideragoes e da igualdade (4.9), segue-se que
det A =det A* VA € M(n). (4.10)

Dada uma matriz A = (a;;) € M(n), escreveremos

11 QAiz2 -+ Qip

Q21 Qg2 -+ Q2p
det A=

an1 Ap2 - App

Segue-se das igualdades 4.6 e 4.10 que, para o calculo do determinante
de uma matriz A € M(n), pode-se fazé-lo por meio de desenvolvimento de
Laplace por qualquer linha ou coluna de A. Certamente, a linha ou coluna que
tiver mais entradas nulas é a que torna o calculo mais simples, conforme o
exemplo seguinte.

Exemplo 4.2. Consideremos a matriz triangular superior

3 -1 =« e
e 0 1 4/5

0 4 3

0 0 0 T
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Calculando-se o seu determinante através do desenvolvimento de Laplace
com respeito a primeira coluna, obtém-se

1 4/5 0 4 _3
det A = 3. 0 4 =-3|=3.1. { } = 12m.
0 T
0 0 T

Pela n-linearidade do determinante, e também do fato dessa funcao ser
alternada, vale o resultado seguinte.

Proposicao 4.4. Para quaisquer vy ,...,v, € R" wvale a sequinte iguadalde:
det(vy, ..., 0, ..., 05, ... 0,) =det(v, ..., 0, ..., A0+ 05, ...,0,), (4.11)

isto €, dada uma matriz A = [vy - - - v,], seu determinante nao se altera, quando
substituimos uma coluna por sua soma com um maultiplo de outra coluna.

Observagao 4.1. Devido a igualdade (4.10), a Proposicao 4.4 permancece valida
quando se substitui, em seu enunciado, “coluna” por “linha”.

Vejamos, nos proximos exemplos, que uma devida aplicacao da Proposicao
4.4 simplifica o calculo de certos determinantes.

Exemplo 4.3. Consideremos a matriz
2
A= 2

W = N

5
0],
1

[\]

e denotemos seus vetores coluna por vy, vo € v3. Substituindo-se vy por vo —2vy,
obtém-se a matriz

2 =2 5
B=|1 00
3 =8 1

Pela Proposicao 4.4, det A = det B. Note que o determinante de B é mais facil
de calcular que o de A, devido ao fato de que B possui uma fila com duas
entradas nulas (a segunda linha, no caso), o que nao ocorre em A. Assim,

-2 5

= = (—=1)*t!
det A =det B=(—1) 8 1

‘ — —(—2440) = —38.
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Exemplo 4.4. Consideremos a Matriz de Vandermonde de ordem 3,

1 1 1
A= ay asg asj ,
a? a3 ai
€ Veriﬁquemos que
det A = ((IQ — al)(ag — al)(ag — (12). (412)

Para tanto, denote por ¢, 5 e /3 as linhas de A, e considere a matriz B
obtida de A efetuando-se sobre suas linhas as transformacoes elementares:

63 — 63 — a1€2 e 62 — 62 — CL1‘€1,
o que resultara na matriz

1 1 1
B=1{0 Ao — A as — aq
0 a% — Q109 (I% — ajas
Pela Proposicao 4.4, det A = det B. Assim, efetuando-se o desenvolvimento
de Laplace de B com respeito a primeira coluna, tem-se

1 1

s a4s

det A = A da T (a2 — a1)(as — aq) ;

CL% — 1049 (lg — ai1as

donde se obtém (4.12).

Exemplo 4.5. Provemos a seguinte igualdade:

t 0 0 a

det A = Lot 0b — a4+ bt + ct? + dt3.
—1 t c
0 0 —1 d

Para tanto, efetuemos uma sequéncia de operacoes sobre as linhas ¢; de A, as
quais serao substituidas pelas linhas ¢, da seguinte forma:

£3—>£3+t€4:€é 62—>£2+t€g:€é 61—>£1+t€/2:€/1,
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o que implicard na igualdade:

0 0 0 a+bt+tct®+dt 0 0 0 m(@)
2 _
detA—| "L 0 0 bttt -1 00 pa(h)
0 -1 0 ¢+ dt 0 -1 0 ps(t)
0 0 -1 d 0 0 —1 put)

Agora, denotando-se as colunas desse tltimo determinante por v; , e substituindo-
se sucessivamente a ultima coluna vy por vy + p;11v;, ¢ = 1,2, 3, obtém-se

0 0 0 p(t)
1 0 0 0
det A —
¢ 1 0 0
0 0 -1 0

Por fim, apds 3 permutacgoes das colunas e multiplicacao de trés delas por -1,
concluimos que:

=pi(t) = a+ bt + ct® + dt’.

S O = O
SO = O O
_— o O O

Com um argumento inteiramente analogo, obtém-se a igualdade:

t 0 0 0 ag
—1 t 0 0 aq
0 —1 t 0 as .
O 0 _1 0 = Qo —|— alt —|— s + an_lt”_ s (413)
: : : . t :
0 0 0 -+ =1 an,_

a qual nos referiremos posteriormente.
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4.3 Propriedade Fundamental — Aplicacoes

Estabeleceremos nesta secao a propriedade fundamental dos determinan-
tes, qual seja, que o determinante do produto de duas matrizes (quadradas e
de mesma ordem) é igual ao produto de seus determinantes. Aplicaremos essa
propriedade para mostrar que uma matriz quadrada ¢é invertivel se, e somente
se, seu determinante é nao nulo, o que nos permitira definir o determinante
de um operador linear de um espaco de dimensao finita. Obteremos, também,
uma férmula de inversao para matrizes, bem como um método para calcular
o posto de uma matriz arbitraria (ndo necessariamente quadrada). Concluire-
mos, entao, com uma breve discussao sobre matrizes diagonais por blocos.

Teorema 4.3. Dadas matrizes A, B € M(n), tem-se

det(AB) = det Adet B.

Demonstracao. Fixemos A € M(n) e consideremos a fungao f : M(n) — R,
dada por §(B) = det(AB). Suponhamos que B = (vy, ..., v,). Abusando-se da

notagao e escrevendo-se Av; ao invés de Aly;], tem-se AB = (Avq, ..., Av,),
isto é, f(vy,...,v,) = det(Avy, ..., Av,). Dai, conclui-se facilmente que f é n-
linear e alternada. Logo, pelo Teorema 4.2, tem-se f(B) = det(B)f(I), donde
det(AB) = det(B) det(A), como desejado. |

Sejam A € M(n) uma matriz invertivel e A™! sua inversa. Segue-se da
igualdade AA™' = I e do Teorema 4.3 que det A e det A~! sdao nao nulos
e cumprem det A = 1/det A~'. Por outro lado, se A = (vy,...,v,) nio for
invertivel, conforme vimos no capitulo anterior, o posto de A sera menor que
n. Em particular, os vetores coluna de A serao LD. Logo, pela Proposicao 4.2,
teremos det A = 0.

Vale, portanto, o seguinte resultado.

Proposicao 4.5. Uma condi¢cao necessdaria e suficiente para que uma matriz
A € M(n) seja invertivel, € a de que seu determinante seja nao nulo. No caso
afirmativo, valerd a igualdade

1

A - .
det A = G A
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Exemplo 4.6. Conforme constatamos anteriormente, a matriz

1 -1 0
A=11 2 =3
2 0 1

tem determinante igual a 9 # 0. Logo, A é invertivel e det A™! =1/9.

Consideremos um espaco vetorial V' de dimensao finita, e bases B, B’ C V.
Temos, pela Proposicao 3.3, que as respectivas matrizes de um operador linear
T:V — V com respeito a B e B, [Tz e [T]s, sdo semelhantes, isto é, existe
uma matriz invertivel M (a matriz de mudanca de B para B'), tal que

[T = M [T)z M. (4.14)
Segue-se, portanto, de (4.14), do Teorema 4.3 e da Proposicao 4.5 que
det[T|s = det[T]s,
igualdade esta que justifica a definicao a seguir.

Definigao 4.6 (DETERMINANTES DE OPERADORES). O determinante de um opera-
dor linear T": V' — V num espago vetorial V' de dimensao finita, denotado por
det T', é definido por

det T = det [T]5,

em que B é uma base arbitraria de V.

Observagao 4.2. Segue-se do Corolario 3.5 e da Proposicao 4.5 que um operador
T:V =V (dimV < c0) € invertivel se, e somente se, detT" # 0.

4.3.1 Inversao de Matrizes

Dada uma matriz A € M(n), seja C' = (¢;;) € M(n) a matriz, tal que

Cij = (—1)i+j det Aij . (415)
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Cada entrada c;; é dita um cofator de A, e C é dita, entao, a matriz dos
cofatores de A. Define-se a adjunta cldssica de A como a matriz adj A = C*,
isto é,

adj A = (dij)nxn, dij = (=1)"7 det Aj;.

Verifiquemos que

A(adj A) = (det A)I VA € M(n). (4.16)
De fato, escrevendo-se B = A(adj A), tem-se, para todo i € {1,...,n}, que
bii = Z aikdki = Z(—l)H—kaik det Azk = det A. (417)
k=1 k=1

Agora, dados i,j € {1,...,n}, em que i # j, seja A" = (a};) € M(n) a
matriz obtida de A substituindo-se sua j-ésima linha por sua i-ésima linha.
Assim, A’ terda duas linhas iguais e, portanto, det A = 0. Note também que
Al = A Vk € {1,...,n}. Dessa forma,
bij =Y awdy; =Y (—1)Fay det Ay =Y (—1)"d], det A%y = det A’ = 0.
k=1 k=1 k=1

Combinando-se essa ultima igualdade com (4.17), obtém-se (4.16). Em

particular, se A for invertivel, valera a igualdade

1
A7l = dj A). 4.18
qer 224 A4) (4.18)
Exemplo 4.7. Retomando-se a matriz
1 -1 0
A=11 2 =3
2 0 1

do Exemplo 4.6, a qual verificamos ser invertivel, pode-se obter facilmente sua
inversa por meio da férmula (4.18). Com efeito, calculando-se os cofatores (c¢;;)
de A através de (4.15), e lembrando-se que det A =9, obtém-se

[ 2 13
A*1:§ -7 13
-4 -2 3
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4.3.2 Determinacao do Posto de uma Matriz

Dada uma matriz A € M(m,n), dizemos que A’ € M(p,q), em que p <
m, ¢ < n, é uma submatriz de A, quando é obtida desta por eliminacao de
algumas de suas linhas ou colunas.

No que se segue, veremos como determinar o posto de uma matriz através
do céalculo do determinante de suas submatrizes quadradas.

Consideremos, por exemplo, a matriz

1 2 3 4
0151
0 014
0000

S W O Ot

cujo posto, claramente, é igual a 3. Observemos que, exluindo-se sua ultima
linha e suas duas ultimas colunas, obtém-se a seguinte submatriz 3 x 3 de A:

1 2 3
A'=10 1 5|,
0 01

cujo determinante é igual a 1 # 0 e que, portanto, é invertivel. Em particular,
posto (A’) = 3. Note que a escolha da linha e das colunas excluidas foi deter-
minada pelo fato de o espaco linha de A ser gerado pelos trés primeiros vetores
linha, e seu espago coluna ser gerado pelos trés primeiros vetores coluna.

De modo geral, se o posto de uma matriz ndo nula A € M(m,n) for p,
teremos, pela Proposicao 2.11, que dim .2, = dim %4 = p. Nessas condigoes,
excluindo-se, de A, m—p vetores linha e n—p vetores coluna, convenientemente
escolhidos, determina-se uma submatriz A’ € M(p), cujo posto é p e que,
portanto, tem determinante nao nulo.

Por fim, observemos que se A’ for uma submatriz de A e o' for um sub-
conjunto LI do conjunto formado por seus vetores coluna, entao o conjunto «,
formado pelos vetores coluna correspondentes de A, sera também LI. Logo, o
posto de uma submatriz de A nunca é maior que o de A. Dessa forma, se o
posto de uma matriz A for igual a p, nenhuma submatriz quadrada de A, de
ordem maior que p, pode ter determinante nao nulo.
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Vale, portanto, o resultado seguinte.

Proposigao 4.6. O posto de uma matriz A € M(m,n) é o maior inteiro p
com a propriedade de que existe uma submatriz A € M(p), de A, tal que

det A" #£ 0.

Exemplo 4.8. O posto da matriz

1 -1
A=|1 0
3 1

é 2, pois, designando-se por A" € M(2) a submatriz de A obtida por exclusao
de sua terceira linha, tem-se det A’ =1 #0.

Exemplo 4.9. Considere a matriz quadrada

4 =3 -1

S W = =
|
[u—

ot Ot O

e sua submatriz 3 x 3,

A=117 =2

Calculando-se o determinante de ambas, obtém-se
det A=0 e detA =34.

Logo, posto A = 3.

4.3.3 Matrizes Diagonais por Blocos

Do ponto de vista operacional, as matrizes mais simples sao as diagonais.
Por exemplo, dadas duas matrizes diagonais A, B € M(n), tem-se que AB é
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também uma matriz diagonal, a qual é obtida multiplicando-se os elementos
correspondentes das diagonais de A e B, isto é,

ani bi1 ai1biy
em que as entradas omitidas sao todas nulas.

Nesse contexto, um outro fato relevante é o de que o determinante de uma
matriz diagonal é simplesmente o produto de suas entradas:

11
det A = = a1 ...App -

a’TLTL

Vejamos agora que essas propriedades se estendem as matrizes diagonias
por blocos. Com esse fim, comecemos considerando as matrizes

1 20 1 10
A=1]11 30 e B=1]12 0|,
0 0 2 L0 0 3
cujo produto é:
35 07
AB= |4 7 0 |.
0 0 6

Observemos que, destacando-se os “blocos diagonais” de A e B, pode-se
efetuar esse produto “bloco a bloco”, como no caso das matrizes diagonais.
Mais precisamente, tem-se:

AP | e O O I

2 3 2.3 6
em que, como anteriormente, as entradas omitidas sao todas nulas.
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Analogamente, para as matrizes

1 -1 00
2 3 00
A—
0 0 -3 1
0 0 2 2
tem-se
11 -1
2 3
AB =
3
2
11 —1][1 1
2 3|11 1
10 0
5 5
a 4
] 0
isto é,

AB =

o O ot O

Determinantes
1 1 0 0
1 1 0
B—
¢ 00 1 -1/
00 —1 2

o o wuto
I
N
N OO O

Mais geralmente, suponhamos que A € M(n) seja tal que

Ay
A:

Ak

Cap. 4
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em que, para cada i =1,...,k, A; é uma submatriz quadrada de A de ordem
n;, 1 < n; < n, cuja diagonal é parte da diagonal de A. Além disso,

ny+---+ng=n.

Nessas condigoes, diremos que cada submatriz A; é um bloco diagonal de ordem
n; de A, e que A é uma matriz diagonal por blocos.
Consideremos agora uma matriz diagonal por blocos

By
B = ,
By
e suponhamos que A e B sejam do mesmo tipo, isto é, para todoi=1,...,n,
A; e B; tém a mesma ordem n; . Nesse caso, segue-se diretamente da definicao

de produto de matrizes que AB é diagonal por blocos, e que cada um de seus
blocos é o produto dos blocos correspondentes de A e B, isto é,

Ay By A1 By
Ay By Ay By
Em particular, para todo m € N, tem-se
Ay
A" =
Ap
Provemos, agora, a seguinte igualdade:
A
Ay,
Suponhamos, inicialmente, que A; = I;Vi =2, ..., k, em que [; é a matriz

identidade de ordem n;. Nesse caso, denotando-se os n; primeiros vetores
coluna de A por vy ,...,v,, , temos que

A=1[v1 ... Up €nis1 --- €y
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Observemos que os vetores vy , ..., v,, tém suas ultimas n—n; coordenadas
nulas. Logo, eles podem ser identificados com os vetores coluna de A;. Tendo
isso em mente, defina:

D(vy,...,0n,) =detlvy ... U €pyt1 -.. €nl.

Segue-se das propriedades do determinante que ®, vista como funcao de
V1,...,VUn, , € np-linear, alternada, e vale 1 na matriz identidade /; . Logo, ®
é a fungao determinante de M(ny), isto é,

Ay
I
det Ay =D(vy,...,v,, ) = det
I
Analogamente, mostra-se que:
L ;
I
det fi1 —det A; Vi=1,...k
A, = s Vi=1,... k.
liq
I

Por fim, escrevendo-se A como um produto de matrizes como essa ultima,
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isto é,

e aplicando-se a propriedade fundamental dos determinantes, obtém-se

detAzdetAl detAk,

como desejavamos provar.
No que concerne a determinantes de matrizes definidas por blocos, tem-se
ainda o seguinte resultado (veja, também, o Exercicio 21).

Proposi¢ao 4.7. Sejam A, B e C matrizes de M(n), sendo C' invertivel, e
M € M(2n) a matriz definida por blocos como

=g 7).

0 C
em que 0 € a matriz nula de M(n). Nessas condi¢oes, vale a sequinte igualdade:
det M = det(AC).

Demonstracao. Consideremos, inicialmente, o caso em que C' = I. Com essa
hipétese, definamos a seguinte fungao em M(n) :

X B

D(X) = det {0 I

], X € M(n).
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Note que, se v; = (x1,...,x,) é 0 j-ésimo vetor coluna de X, o j-ésimo vetor
coluna da matriz na igualdade acima é (zy,...,2,,0,0,...,0). Dai, conclui-se
facilmente que ® é n-linear e alternada. Ademais, uma vez que a matriz

o 7]

é triangular superior e as entradas de sua diagonal sao todas iguais a 1, temos
que D(I) =1 (vide Exercicio 2).
Desta forma, ® ¢ a fungdo determinante de M(n), donde se obtém

det {A B] = det A.

0 I

Suponhamos agora que C' seja uma matriz invertivel qualquer. Nesse caso,
podemos reduzir para o caso em que C' = [ através da seguinte igualdade:

-6

Com efeito, tomando-se, nessa igualdade, o determinante em ambos os mem-
bros, e aplicando-se a Propriedade Fundamental ao produto no segundo mem-

bro, obtém-se det M = det Adet C' = det(AC). [

4.4 Critério de Sylvester (x)

Concluindo este capitulo, aplicaremos o Teorema 4.3 para estabelecer um
elegante resultado sobre fatoracao de polinomios, devido a James Sylvester
(1814-1897), o qual envolve determinantes®.

Dados dois polinémios f, g € Plt,R], em que

f)=ant™+ ---+at+ag e g(t) =bt" +---+bit +by, an,b, #0,

B)Vide: H. Scala, An application of determinants. American Mathemaical Monthly 78
(1971) 889-890.
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associamos aos mesmos uma matriz (m-+n) x (m+n), dita a matriz de Sylvester
do par (f,g), a qual se define como

am ... aO

n linhas

S(f,g9) =

/ \\

m linhas

b, - bo

L - Ve

Na matriz S(f, g), em cada linha, as entradas nao especificadas sdo todas
iguais a zero, enquanto as especificadas, como indicado, sao os coeficientes de
f (n primeiras linhas) ou de g (m tltimas linhas). Note que, escrevendo-se
S(f,g) = (sij), os coeficientes de f e g sao dispostos ao longo das linhas de
S(f,g) de modo que, se s;; = a; (respec., s;; = by), entdo Sqy1)j+1) = i
(respec., Suy1)+1) = bk), 1 <4, <m+n

Por fim, relembremos que todo polinémio f € P[t, R] admite uma fatoragao
unica, a menos da ordem dos fatores, do tipo

f=h . fe,

em que cada fator f; é um polinomio irredutivel (isto é, que nao admite fato-
racao em P[t,R]) de grau 1 ou 2. Nesse contexto, diz-se que f, g € P[t,R] tém
um fator comum, se um dos fatores de f for igual a um dos fatores de g.

Teorema 4.4 (Critério de Sylvester). Dois polinomios f, g € Plt,R] tém um
fator comum se, e somente se, det S(f,g) = 0.

Demonstragao. Consideremos a seguinte matriz (m + n) x (m + n),

[¢vtm=l 0 0 --- 0 0]
tmtm=2 10 0 0
A= Do S
0 0 1 0
0 0 01
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e observemos que det A = ¢"*™~1 Além disso, pondo-se S = S(f, g), tem-se

_tn_lf(t) Am—1 Qmp—o = °* 0 ]
t"2f() am Gy - 0
f(t) e e ap
A pum—
S tnilg(t) bm—l bm_g R 0
t"2g(t) by bmi 0
| 9(®) bo |

Logo, considerando-se o desenvolvimento de Laplace de SA relativo a sua
primeira coluna, obtém-se

det(SA) = p(t) f(t) + q(t)g(t),

em que p,q € P[t,R] sdo polinémios cujos graus nao excedem n — 1 e m — 1,
respectivamente. Porém, pelo Teorema 4.3, det(SA) = det(S) det A, donde

"t det S = p(t) f(t) + q(t)g(t). (4.20)

Assim, se det S = 0, teremos p(t) f(t) = —q(t)g(t) e, entdo, pf e —qg terdo
os mesmos fatores. Em particular, todos os fatores de f dividirao ¢ ou g.
Porém, o grau de f é maior que o de ¢. Logo, algum fator de f nao dividira ¢
e, portanto, dividira g, isto é, f e g terao um fator comum.

Suponhamos agora que f e g tenham um fator comum r. Nesse caso, segue-
se de (4.20) que "™ 1det S = A(t)r(t), em que A € P[t,R]. Se A for o
polinémio nulo, entdo det S = 0. Caso contrario, devemos ter r(t) = ct*, em
que k =1ou k = 2, e ¢ # 0. Em particular, sendo r um fator de f e de g,
tem-se ag = by = 0, o que nos d&, igualmente, det S = 0. ]

Aplicando-se o critério de Sylvester aos polinomios

f@)y=t> =22 4+3t -2 e g(t)=2>—t—1,
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conclui-se que os mesmos tém um fator comum, pois sua matriz de Sylvester,

1 -2 3 -2 0
0 1 —2 3 =2
S(f,e)=12 -1 =1 0 0],
0 2 -1 -1 0
0 0 2 -1 1|

tem determinante nulo (verifique!).

Exercicios

Secoes 4.1 e 4.2
1. Exiba matrizes A, B € M(2), tais que
det A=det(A+1) e detB=det(B—1I).
Prove que nao existe uma matriz A € M(2), tal que

det A =det(A+ 1) = det(A—1I).

2. Prove que o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto
das entradas de sua diagonal.

3. Seja A uma matriz n X n com mais de n? — n entradas nulas. Mostre
que det A = 0.

4. Suponha que A € M(n) seja uma matriz antissimétrica, isto é, A* =
—A. Prove que det A = 0, se n for impar.

5. Proceda como no Exemplo 4.3 e calcule o determinante da matriz

2 =2 0
A 2 1 13
0 1 -1 1
3 2 =20
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10.

11.

Determinantes Cap. 4

Seja A = (a;;) € M(n) uma matriz quadrada cujas entradas a;; sdo
nimeros inteiros. Suponha que a soma das entradas de cada linha de A
seja igual a k € Z, isto é,

Zaij =kVie {1,,71}
j=1

Prove que, nessas condigoes, k divide det A.

Aplique a Proposicao 4.4 e o Principio da Indugdao para mostrar que,
para toda matriz A € M(n), existe uma matriz triangular B € M(n), a
qual satisfaz | det A| = | det B].

Seja A = (a;;) € M(3) uma matriz simétrica, tal que a; = 1Vi €
{1,2,3} e |a;;| < 1Vi# j € {1,2,3}. Mostre que det A < 1.

Proceda como no Exemplo 4.4 e prove, usando o Principio da Inducao,
que a matriz de Vandermonde de ordem n > 2,

1 1 1 .- 1
a1 a2 as Qp,
A= a? a3 az az |,
satisfaz
det A= [|(a; —a;), i,je{l,2,...,n}.
i>j
Secao 4.3

Seja T : R™ — R™ um operador linear. Mostre que, para quaisquer

vetores vy, ...,v, € R", vale a igualdade:

det(T(vy),...,T(vy,)) = det(T(e1),...,T(e,)) det(vy, ..., v,).

Diz-se que uma matriz A € M(n) é ortogonal, quando AA* = I. Prove
que o determinante de uma matriz ortogonal é sempre 1 ou —1.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Mostre que, quaisquer que sejam a, b, ¢, 6 € R, as matrizes

cosf —senb a b
A == B =
[ senf  cosf } ¢ [ 0 ¢ }

nao sao semelhantes, a menos que se tenha A=B=IouA=B=—1.

Sejam A, B € M(n) matrizes linha equivalentes. Mostre que det A = 0

se, e somente se, det B = 0. Se det A # 0, sob que condigoes teremos

det A = det B?

Dada uma matriz A € M(n), verifique que (Ay)* = A%, e prove que
adj A* = (adj A)".

Sejam A, B € M(n) matrizes invertiveis. Prove que:

a) adj (AB) = (adj B)(adj A);
b) (adjA)B = B(adj A), se AB = BA.
(Regra de Cramer) Seja A = (vy,...,v,) € M(n) uma matriz inverti-

vel. Dado b € R™, mostre que a (tnica) solu¢ao do sistema AX = B,
M(n,1)>5B=b,é X = (21,...,1,), tal que

= detAj
T det A

Dada uma matriz M € M(n), defina T : M(n) — M(n) por

Y
A]I (’01,...,Uj,l,b,'l}jqu,...71}”).

T(X)=MX — XM.

Prove que T' é linear e que detT" = 0.

12 2 0
S B S ]

calcule o determinante do operador T: M(n) — M (n) definido por

Dadas as matrizes

T(X)= AXB.
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19. Seja A = (vy,...,v,) € M(n), n > 1, tal que, para quaisquer vetores
wy, ..., w, € R" tenha-se

n
E det(vl,vg,...,vj,l,wj,vjﬂ,...,vn) =0.
7j=1

Prove que o posto de A é menor que n — 1.

20. Suponha que A € M(n) seja uma matriz invertivel. Prove que, para
toda matriz B € M(n), vale a igualdade

det(I + AB) = det(I + BA).

21. Sejam A, B, C' e D matrizes de M(n), sendo D invertivel, e M € M(2n)
a matriz definida por blocos como

A B
M = .

{C D]
Suponha que C' e D comutem, e prove que

det M = det(AD — BC).

Para tanto, escolha convenientemente uma matriz X € M(n), e aplique
a Proposicao 4.7 ao produto

o ollx 1
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Produto Interno

Uma caracteristica fundamental dos espacos vetoriais é a de admitir estru-
turas geométricas. Dito de outra forma, em todo espaco vetorial podem ser
introduzidas as nocoes de distancia e angulo entre vetores, as quais generali-
zam aquelas da Geometria Euclidiana. Isso ¢é feito através de uma fungao com
propriedades especiais, denominada produto interno.

Assim, um produto interno é um acessério que, agregado a um espago ve-
torial, enriquece sua estrutura, tornando-o um objeto matematico de grande
interesse. Por exemplo, a geometria de uma superficie de R?, tal como uma
esfera, um cilindro ou uma quadrica, é totalmente determinada pelo produto
interno que se associa a cada um de seus planos tangentes, os quais sao subes-
pacos vetoriais de R3. Teorias mais avancadas, como Geometria Riemanniana
(sobre a qual se apoia a Teoria da Relatividade), valem-se de ideias andlogas.
Em suma, parafraseando o célebre astronomo Johannes Kepler, que afirmava:
“onde ha matéria, ha Geometria!”; declaramos: onde ha Geometria, hé produto
interno!

No que se segue, discutiremos sobre o conceito de produto interno em es-
pacos vetoriais, e de seu consequente, o de ortogonalidade. Como motivacao,
iniciaremos mostrando que a Geometria Euclidiana Plana é determinada por
um produto interno, dito o produto escalar. Concluiremos, entao, introduzindo
a nogao de volume (de paralelepipedos) em espagos euclidianos.

125
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5.1 Geometria Plana e Produto Escalar

Consideremos, no plano R?, as nocoes de comprimento e angulo da Geome-
tria Euclidiana, as quais, como sabemos, relacionam-se através das lendarias
igualdades trigonométricas em triangulos retangulos. Do ponto de vista da
Algebra Linear, o fato notavel, o qual fundamenta a teoria que discutiremos
nas proximas secoes deste capitulo, é que essas nocgoes e, portanto, toda a
Geometria Euclidiana Plana, sao determinadas por uma tunica funcao, dita o
produto escalar. Vejamos, entao, como isto se da.

O produto escalar (v, w) entre os vetores v = (1, 73) e w = (yi1,y2) em R?
define-se através da expressao

<U7w> = 21Y1 + T2Ys .

Representando-se vetores em R? como segmentos de reta orientados e com
origem em 0 = (0,0), segue-se diretamente do Teorema de Pitdgoras que o
comprimento de um vetor v = (z1,22) € R?, o qual chamamos norma de v e
denotamos por [|v||, expressa-se como

[vll = /2% + 23

Igualmente, se w = (y1,y2), o comprimento do segmento de reta determi-
nado pelas extremidades de v e w, dito a distancia entre v e w e denotado por
dist (v, w), satisfaz (vide Fig. 5.1):

dist (v, w) = ||v — w|| = /(21 — 1) + (22 — y2)2.
Observemos que, para qualquer vetor v = (z1, z2) € R?, tem-se
[oll = v/ (v, v).

Em particular, vale a igualdade

dist (v, w) = /(v — w,v — w).

Consequentemente, em R?, distancia (ou comprimento) ¢ um conceito que
se exprime completamente através do produto escalar. Vejamos que o mesmo
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acontece com o conceito de angulo. Mais precisamente, verifiquemos que o
angulo 0 entre dois vetores LI, v = (x1,22) e w = (y1,y2), satisfaz

(v, w)

cosf = (5.1)

[oll fJwll
Em particular, v e w s@o ortogonais (isto é, perpendiculares entre si) se, e
somente se, (v, w) = 0.

Para obtermos (5.1), designemos por 6, e 6, os angulos (orientados no
sentido anti-hordrio) entre o eixo x1, das abscissas, e os vetores v e w, respec-
tivamente. Assim, admitindo-se 0, > 6, tem-se que # satisfaz 6 = 0, — 0,,,
donde cos § = cos 0, cos 0,, + sen b, sen d,, . Logo (vide Figura 5.1),

T Y1 Ta Y2 (v, w)
cosf = =
ol lwll {loll flwll vl lwl]
A
v
Lo @——r—rmmm T
dist(v, w) = ||v — w||
[[vll
y2 p-— = R
w
0y
O
>
T hn
Figura 5.1

Segue-se das consideragoes acima que o produto escalar, de fato, determina
a Geometria Eucliana Plana, no sentido de que os conceitos de comprimento
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e angulo podem ser introduzidos a partir daquele. Na préxima secao, veremos
que o produto escalar é um caso particular de uma classe de fungoes definidas
em espacos vetoriais, chamadas de produtos internos. Tais funcoes, conforme
constataremos, generalizam o produto escalar e, analogamente, definem geo-
metrias nos espacos vetoriais em que estao definidas.

5.2 Espacos Vetoriais com Produto Interno

Seja V um espago vetorial. Uma fungao (, ) : VxV — R é dita um produto
interno em V, quando é bilinear, simétrica e positiva definida. Nessa ordem,
essas propriedades significam que, para quaisquer u,v,w € V e XA € R, tem-se:

o (u+ \v,w) = (u,w) + ANov,w) e (u,v+ Aw) = (u,v) + Au, w);
o (v,w) = (w,v);
e (v,v) >0, ocorrendo a igualdade se, e s6 se, v = 0.

Um espacgo vetorial V' munido de um produto interno (, ) serd denotado
pelo par (V, (, )).

Exemplo 5.1 (PRODUTO INTERNO CANONICO DE R"). Sejam v = (z1,...,2,) €
w=(y1,-..,Yn) vetores de R"™. Verifica-se facilmente que o produto escalar

<U7w> =T1Y1+ -+ Tpln

define em R™ um produto interno, dito canonico.
Advertimos que, sempre que considerado, o espaco R™ estard implicita-
mente munido de seu produto interno canonico, salvo mencao em contrdrio.

Exemplo 5.2. Dadas matrizes A, B € M(m,n), observemos que o produto
A*B é uma matriz quadrada de ordem n. Logo, a funcao

(A, B) = trago (A*B)



§5.2 Espacos Vetoriais com Produto Interno 129

estd bem definida. Além disso, dadas matrizes A, B,C € M(m,n), e A € R,
segue-se das propriedades operatérias das matrizes que

(A+ AB)"C = (A" + AB*)C = A*C + \B*C.
Logo (vide Exercicio 14 — Cap. 1),

(A+ AB,C) = traco(A*C + AB*(C)
= trago (A*C) + Atraco (B*C) = (A,C) + X\(B,C).

Analogamente, verifica-se que (A, B+\C) = (A, B)+A(A, C), donde se conclui
que (, ) é bilinear. Ademais,

(A, B) = trago (A*B) = trago (A*B)" = traco (B*A) = (B, A),

isto é, (, ) é também simétrica.
Por fim, verifiquemos que (, ) é positiva definida. Para tanto, escrevamos
A = (a;;) e observemos que, nesse caso,

n m

(A, A) = trago (A A :ZZCL],

7j=1 =1

donde se infere que (A, A) > 0, a menos que a matriz A seja nula. Portanto,
(,) é positiva definida e, consequentemente, (, ) é um produto interno em
M(m,n).

Tomemos, por exemplo, as seguintes matrizes em M (3, 2):

1 2 3 =2
A=| -1 0 e B= 0 1
4 1 -2 0

Nesse caso, temos que

(A, B) = traco (A*B) = trago [ _i :i } = —0.
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Observagao 5.1. Vale a lei do corte para o produto interno. Mais precisamente,
dados vetores u,v € (V, (, )), tem-se

(u,w) = (v,w) YweV = u=nwv.

Com efeito, nessas condigoes, tem-se (u — v, w) = 0 para todo w € V. Assim,
fazendo-se w = u— v, tem-se (u —v,u—v) =0, donde u —v = 0, isto é, u = v.

Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno (, ). A norma
de um vetor v € V determinada por (, ) é o nimero real ||v|| definido por

[oll = V/(v,v). (5.2)
A partir da norma, definimos a distancia entre dois vetores v, w € V por
dist (v, w) = [|[v — w||. (5.3)

Observemos que, no espago R" (munido do produto interno canénico), a
distancia entre dois vetores v = (z1,...,x,) € w = (yi,...,Yn) corresponde a
distancia euclidiana usual em R", isto é,

dist (21, ..., %0), W1,y Un)) = V(@1 — 912+ + (20 — yn)%

Assim, os vetores v = (1,—1,2) e w = (2,0, —1) de R? tém normas |[v|| =
V6 e ||w|| = /5, e a distancia entre os mesmos é

dist (v, w) = [lv —w|| = [|(=1,-1,3) = V11.

Exemplo 5.3. Sejam A, B € M(3,2) as matrizes do Exemplo 5.2. Temos que

|A|I? = (A, A) = trago (A*A) = traco [ 168 (53 } =23,

donde ||A|| = v/23. Analogamente, obtém-se || B|| = v/18.

A relacao fundamental entre o produto interno e a norma por ele defi-
nida expressa-se através da célebre Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a qual
estabeleceremos a seguir.
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Teorema 5.1 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ). Seja V' um espago vetorial
munido de um produto interno (, ). Entdo,

(v, w)| < [olllw]] Yv,w eV, (5.4)
ocorrendo a igualdade se, e somente se, v e w sao multiplos um do outro.

Demonstracao. O resultado é imediato quando v ou w é o vetor nulo. Supo-
nhamos, entao, que v e w sejam ambos nao nulos e definamos a fungao:

ft) = (v —tw,v—tw), teR.

Temos que f(t) > 0Vt € R, e que f(t) = 0 para algum t € R se, e
somente se, v = tw, pois o produto interno é positivo definido. Além disso,
pela bilinearidade do produto interno,

Ft) = Ilvll* = 2{v, w)t + [Jw]]*,

isto é, f é uma funcao quadratica nao negativa de variavel ¢. Em particular, o
discriminante de f é nao positivo. Logo,

4, w)* — 4fjol*|w[* <0,

o que implica (5.4). Temos também que o discriminante de f é nulo se, e
somente se, f possui um unico zero, donde se infere que ocorre a igualdade em
(5.4) se, e somente se, v = tw para algum ¢ € R. [

A desigualdade de Cauchy-Schwarz tem intmeras consequéncias. A pri-
meira que destacaremos é a prova do cumprimento da desigualdade triangular
por normas advindas de produtos internos, conforme a proposi¢ao seguinte.

Proposigao 5.1 (PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DA NORMA). A norma || || advinda
de um produto interno (, ) de um espago vetorial V tem as sequintes proprie-
dades, as quais sao validas para quaiquer v,w € V e A € R:

i) [[v]| >0e|lv|| =0 < v=0 (positividade);

i) [[Av]l = [A[[[o]l (homogeneidade);
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i) |Jv+wl| < |||+ |Jw|| (desigualdade triangular).

Demonstragao. As propriedades (i) e (ii) decorrem imediatamente da defini¢ao
de norma e da positividade e bilinearidade do produto interno. J& a desigual-
dade triangular, ela decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. De fato,
dados vetores v, w € V, temos ||v + w||* = (v + w, v + w). Logo,

Il +wll* = [loll* + 2(v, w) + [lwll® < [loll* + 2flolllw] + lwl® = (ol + [lw])?,
donde se obtém (iii). |

A desigualdade de Cauchy-Schwarz também nos permite introduzir a nogao
de angulo entre vetores em qualquer espaco vetorial V munido de um produto
interno (, ). Mais precisamente, dados vetores nao nulos v, w € V, definimos o
angulo <(v,w) € [0, 7] entre v e w por (compare com (5.1)):

(v, w) (5.5)

< (v, w) := arccos :
’ [[o][ ]

Note que, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

< fow)

~ ol el =

de modo que <(v,w) estd bem definido.
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,—1,2) e w = (2,0, —1) de R3,
considerados acima. Temos que,
, 0
<(v,w) = arccos nw) arcc

= 08 —=———+ =0,
[o]] flwll V6 IV5]
isto é, <(v,w) = 7/2.

Exemplo 5.4. Tomemos, uma vez mais, as matrizes A e B do Exemplo 5.2.
Considerando-se também os resultados do Exemplo 5.3, temos que
A B -9 7
<(A, B) = arccos A B) — arccos ———— a1

IAB V2310 10
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser aplicada para se obter desi-
gualdades numeéricas nao triviais, conforme ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 5.5. Verifiquemos que, para quaisquer reais a,b > 1, tem-se

Va2 =1+ vh2 —1<ab.

Com efeito, tomando-se em R? o produto interno canonico e aplicando-se a de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores v = (Va? — 1,1) ew = (1, Vb? — 1),
obtém-se

Va2 =1+ V0? = 1= (v,w) < |v[|w]| = ab.

5.3 Ortogonalidade

Em Geometria Euclidiana Plana, o conceito de ortogonalidade estd envol-
vido em varios resultados fundamentais dessa teoria; notadamente, no Teorema
de Pitagoras. Considerando-se (5.5), este conceito se estende naturalmente ao
contexto dos espacos vetoriais, conforme a defini¢ao seguinte.

Definic¢ao 5.1 (orroGoNALIDADE). Seja (V, (, )) um espago vetorial com produto
interno (, ). Dizemos que v,w € V sao ortogonais, quando (v, w) = 0.

Dados vetores v,w € (V. (, )), tem-se
lv+wl* = (v +w,v +w) = [[o]* + 2{v, w) + [Jw]]*.
Vale, portanto, o seguinte resultado.

Teorema 5.2 (TEOREMA DE PITAGORAS E SEU RECIPROCO). Dois vetores v, w de um
espaco (V,(,)) sao ortogonais se, e somente se, cumprem a igualdade

lv + wlf* = [[o]|* + [lw]]*.

Note que a parte “somente se” do teorema acima constitui uma versao do
Teorema de Pitdgoras para espacos vetoriais, jd que, em R?, quando v e w sao
ortogonais, v, w, e v + w sdo os lados (ou vértices, se vistos como pontos) de
um triangulo retangulo.
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Definigao 5.2 (ORTOGONALIDADE DE CONJUNTOS). Um subconjunto de (V, (, ))
é dito ortogonal, quando seus elementos sao, dois a dois, ortogonais. Um
subconjunto ortogonal cujos vetores sao todos unitarios (isto é, de norma 1) é
dito ortonormal.

Vejamos, na proposicao seguinte, que todo conjunto ortogonal e finito de
vetores nao nulos é LI.

Proposigao 5.2 (INDEPENDENCIA LINEAR DE VETORES ORTOGONAIS). Sejam (V, (, ))
um espacgo vetorial com produto interno e

C={vy,...,0} CV, v; #0Vi=1,...,k,
um subconjunto ortogonal de vetores nao nulos de V. Entao, C é LI

Demonstra¢ao. Consideremos uma combinacao linear nula de vy, ..., v,
Mvy+ -+ Ny + -+ A = 0.

Para um dado i € {1,...,k}, tomando-se o produto interno por v; em ambos
os membros dessa igualdade, obtém-se \;(v;, v;) = 0, o que nos da \; = 0, ja
que v; # 0. Logo, C é LI. |

No que se segue, através de um bem conhecido método denominado orto-
gonaliza¢do de Gram-Schmidt, mostraremos que todo espago vetorial (V, (, ))
de dimensao finita admite uma base ortonormal. O fundamento desse método
¢ o conceito de projecao ortogonal, que ora introduzimos.

Definigao 5.3 (PrROJECAO ORTOGONAL). Dados v,w € (V,(, )), w # 0, o vetor

Pyw) = L2:0)

(w, w)
denomina-se a proje¢do ortogonal de v sobre (o espago gerado por) w.

O motivo da nomenclatura, na definicao acima, reside no fato de o vetor
v — P,(v) ser ortogonal a w (vide Fig. 5.2). Com efeito,

(v, w)

(v—Py(v),w) = (v,w) — (Py,(v),w) = (v,w) — (w, w) = 0.

(w, w)
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Acrescentamos, ainda, que a sentenca entre parénteses deve-se a igualdade
Py(v) = Py(v) YA #0,

a qual é de verificagao imediata.

Figura 5.2: Projecao de v sobre ger {w}.

Observemos que, nas condicoes do paragrafo anterior, se v e w forem LI,
entdo {v — P,(w),w} serd uma base ortogonal do subespacgo ger {v,w} C V.
Nesse caso, multiplicando-se cada um desses vetores pelos inversos de suas
respectivas normas, obtém-se uma base ortonormal B de ger {v, w}. Em suma,
a partir da base {v,w} de ger{v,w}, obtivemos uma base ortogonal desse
subespago substituindo-se o vetor v por v— P, (v). Em seguida, “normalizamos”
essa base ortogonal a fim de obter a base ortonormal B. Esse processo constitui
a ortogonalizacao de Gram-Schmidt para subespacos bidimensionais.

Exemplo 5.6. Consideremos, em R3, os vetores v = (1,0,—1) e w = (1, 1,0),
e apliquemos ortogonalizagao de Gram-Schmidt a fim de obtermos uma base
ortonormal de ger {v, w}. Temos que (v, w)/{w,w) = 1/2, donde

Py(v) = w=(1/2,1/2,0)
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e, portanto, v — P,(v) = (1/2,—1/2,—1). Logo, {(1/2,—1/2,-1),(1,1,0)} é
uma base ortogonal de ger {v, w}. Normalizando-a, obtemos a base ortonormal

B ={(V6/6,—V6/6,—V2/V3),(vV2/2,v/2/2,0)}.

Procedendo-se indutivamente, podemos aplicar ortogonalizagao de Gram-
Schmidt a um conjunto arbitrario de vetores LI em (V, (, }). Em particular, a
uma base. Para constatarmos isso, basta observarmos que, se {vy,..., vt 1}
¢ uma base ortogonal de um subespaco W, de V, e v é um vetor de V, tal que
v & W, entao o vetor

<Ui7 U>

<Ui7 Ui> ’

Wi = AU+ -+ N1 Uk—1, A =

satisfaz a igualdade (verifique!)
(v—wg,v)=0Viel, ... k—1.

Logo, {v1,...,vk_1,v —wi} é uma base ortogonal do subespago de V, o qual é
gerado por esses vetores.
Das consideracoes acima, segue-se o seguinte resultado.

Proposi¢ao 5.3 (ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT). Seja {vi,...,v,} uma
base de um espago vetorial (V,(,)). Entdo, o conjunto {v|,...,v,} CV defi-
nido pelas relagoes de recorréncia:

i /
Uk+1,V .
Vit = Vis1 — Y <<v,+—7v,§>vzﬁ;,2€{1>---,n—1},
k=1 \ k7K

constitur uma base ortogonal de V. Em particular, o conjunto

V! v
B= { L . } cV
£

€ uma base ortonormal de V.
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Seja B = {uy,...,u,} uma base ortonormal de (V,(, )). Dados vetores
v=(21,....%0)B, W= (Y1,.-.,Yn)B € V, temos que

<U7w> = <$1U1+"'+$nun, y1u1++ynun> :x1y1+...+xnyn’

isto é, em coordenadas com respeito a uma base ortonormal, o produto interno
em (V,(,)) expressa-se como o produto interno candénico de R™. Deste simples
fato, segue-se que todo funcional linear f € Z(V,R) exprime-se como um
produto interno por um vetor fixo, conforme o teorema seguinte.

Teorema de Riesz. Seja (V, (,)) um espaco vetorial de dimensao finita munido
de um produto interno (). Entao, para todo funcional linear f € Z(V,R),
existe um unico vetor a € V, tal que

f(v) = (a,v)Vv e V.

Demonstra¢ao. Tome uma base ortonormal B = {uy,...,u,}, de V, e defina
ovetor a = f(uy)uy +---+ f(uy)u,. Dado v = zyuy + - - - + z,,u, € V, segue-se
da linearidade de f que

f(o) =z f(ur) + -+ 20 fun) = (a,v).

Suponhamos, agora, que exista b € V, tal que f(v) = (b,v) Vv € V. Nesse
caso, para todo v € V, teremos (a,v) = (b,v). Logo, pelalei do corte,a =b. N

A fim de estender o conceito de projecao ortogonal, tomemos um vetor
v € (V,(,)) e um subespago nao trivial W C V. Verifiquemos, entao, que
existe um unico vetor w € W, tal que v — w é ortogonal a todos os vetores do
subespago W.

Para tanto, valendo-nos da Proposicao 5.3, fixemos uma base ortonormal
{uy,...,u;} de W. Definindo-se, entao,

k
w = Z<U7 U’Z)ul ) (56>
i=1
verifica-se facilmente que (v — w,u;) = 0 para todo i = 1,...,k. Logo, pela
bilinearidade do produto interno, temos que v—w é ortogonal a todos os vetores
de W.
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Suponhamos agora que exista um vetor w’ € W, tal que v—w’ seja ortogonal
a todos os vetores de W. Nesse caso, escrevendo-se w' = Ajuy + -+ - + \pug,
para cada 1 =1,...,k, tem-se

0={(v—w u)={(v,u) — (W, u) = (v,u;) — N\,

donde \; = (v, u;) e, portanto, w' = w.

O vetor w em (5.6) é dito a projecao ortogonal de v sobre W, e é denotado
por Py (v). Dessa forma, fica definida a aplica¢do projecao ortogonal de V' em
W, Py : V — W, dada por

Py (v) = (v,u)ug + -+ + (v, up)ug, v € V.

Note que, pela bilinearidade do produto interno, Py é linear! Além disso,
essa aplicacao tem as seguintes propriedades, cuja verificacao deixamos a cargo
do leitor (vide Exercicio 14).

e Py o Py = Py (idempoténcia);

e (Py(v),v") = (v, Py (V")) Yo,v' € V (simetria);

e (Py(v),v) >0 Vv eV (positividade);

o ||Pw(0)|| < |lv||VveVel|Py)| =lv| < veV (semi-contratilidade).

Exemplo 5.7. Consideremos o plano W C R? de equacdo z —y — 2 = 0,
e determinemos a projegao ortogonal de v = (1,2,3) sobre W. Claramente,
B =1{(1,0,1),(0,—1,1)} é uma base de W, a qual ndo é ortonormal. Fazendo-se
v1 = (1,0,1), vy = (0, —1, 1) e aplicando-se ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidst,
tem-se que B’ = {v], v4} é uma base ortogonal de W, em que

—~

U/17U2>

(01, 01)

V] =U] € Uyp=uy—

/
/l)l-
Efetuando-se os calculos, obtém-se
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Dai, fazendo-se u; = vy /||v}]| e uz = vh/||vh]|, tem-se que {ui,us} é uma base
ortonormal de W, em que

u = (v2/2,0,v/2/2) e us = (—V6/6,—v6/3,6/6).
Assim, para v = (1,2,3), tem-se
(u1) =2v2 e (v,uy) = —v6/3,
donde

Py(v) = (v,u)us + (v, uz)us
= 2v2(v2/2,0,v2/2) — (V6/3)(—V6/6,—V6/3,V6/6)
= (7/3,2/3,5/3).

A nogao de ortogonalidade nos permite decompor um espaco vetorial
(V,(,)) numa soma direta de subespagos, os quais sdo ortogonais entre si. A
fim de verificarmos essa propriedade, consideremos primeiramente o conceito
de complemento ortogonal de um subespaco.

Definigao 5.4 (COMPLEMENTO ORTOGONAL). Dado um subespago vetorial W, de
(V,(,)), chama-se o conjunto

Wt={veV; (v,w)=0VYwe W}
de complemento ortogonal de W em V.

Proposigao 5.4 (PROPRIEDADES DO COMPLEMENTO ORTOGONAL). O complemento
ortogonal W+ de um subespaco W C (V,(,)) é um subespaco vetorial de V,
o qual tem as sequintes propriedades:

i) V=WaoWl,

i) Wt =w.
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Demonstracao. E imediato que 0 € W+. Além disso, dados v,v' € W+, X € R,
e w € W, tem-se (v+ A\, w) = (v,w) + A(v',w) = 0, donde se infere que W+
é um subespaco vetorial de V.

A fim de provar as assercoes (i) e (ii), tomemos uma base ortonormal de
W, {uy,...,ux}. Usando ortogonalizagao de Gram-Schmidt, essa base pode
ser completada para uma base ortonormal de V, {uy,... up, ugs1,. .., Us}-
Assim, pondo-se V' = ger {ugs1,...,u,}, tem-se V=W @& V' (vide Exercicio
22 — Cap. 2). Resta-nos, pois, mostrar que V' = W+. A inclusdao V' ¢ W+ ¢é
imediata. Ademais, se v € W+, tem-se (v,u;) =0Vi =1,...,k, donde v € V".
Logo, V' = W+, o que prova (i).

Quanto a afirmagao (ii), observemos que, pelo estabelecido em (i),

WoWwt=vV=wtewtt

o que nos da dim W+t = dim W (vide Proposicao 2.16). Além disso, pelo
provado em (i), dado v € WL, existem tnicos w € W e wt € W, tais
que v = w + wt. Porém, 0 = (v,wt) = (wt, wt), donde wt = 0, isto é,
v = w. Segue-se que W+ C W e, portanto, que W = WL, uma vez que

esses subespagos tém dimensoes iguais. |

Observagao 5.2. Dado um subespago W C (V, (,)), considerando-se a de-
composicao V = W @ W+, tem-se que Py coincide com a projecao sobre W,
como definida no Exemplo 3.2. De fato, dado v € V, existem tnicos w € W
e wt € W, tais que v = w + w*. Assim, v — w = w* é ortogonal a todos
os vetores de W. Logo, w = Py (v). Em particular, v € W+ se, e somente se,
Py (v) = 0.

Exemplo 5.8. Seja W o subespaco bidimensional de R? considerado no Exem-
plo 5.7. Pela Proposicao 5.4, dim W+ = 1. Ademais, conforme constatamos,
a projecao de v = (1,2, 3) sobre W é o vetor Py (v) = (7/3,2/3,5/3). Assim,

uma vez que
v—Py(v)=(1,2,3)—(7/3,2/3,5/3) = (—4/3,4/3,4/3)

é ortogonal a W, segue-se que W+ = ger {(—1,1,1)}.
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Exemplo 5.9. Consideremos o subespaco W C R* gerado pelos vetores v, =
(1,0,1,2) e v = (1,-2,0,3). Temos que v = (z1,79,23,14) € W= se, e
somente se, (v,v;) = 0, o que equivale a v ser solugdo do seguinte sistema
homogéneo:
Ty + 23 + 224 = 0
{xl — 2z9 + 3xy = 0.

Resolvendo-o, concluimos que

—1
WJ':{(—t—ZG,ST,t,S) ;t,sER},

isto é, W+ = ger {(—1,-1/2,1,0),(-2,1/2,0,1)}.

5.4 Volume em Espacos Euclidianos

No que diz respeito a medicao de objetos do espaco euclidiano R3, as “me-
didas” fundamentais sao: comprimento, area e volume. Através da teoria que
desenvolvemos neste capitulo e no anterior, podemos estender essas nocoes
para o espago R", isto é, para todo k € {1,...,n}, podemos definir um “vo-
lume k-dimensional” de subconjuntos de R".

A introducao de um conceito de volume para subconjuntos arbitrarios de
R™ é uma questao bastante delicada e nao sera tratada neste texto. Na verdade,
esse problema é o objeto da uma vasta teoria, dita, da medida. No entanto,
o primeiro passo na direcao da construgao do conceito geral de volume, o que
constitui aqui nosso propésito, é o de estabelecé-lo para paralelepipedos de R™.

Assim como o fizemos com as noc¢oes de comprimento e angulo, usaremos
a Geometria Euclidiana Plana como guia. Mais precisamente, consideraremos
o conceito de area de paralelogramo a luz da Algebra Linear.

Com esse intuito, tomemos vetores linearmente independentes

v=(a,b) e w=(c,d) €R?
denotemos por P (v, w) o paralelogramo de lados v e w, e provemos que

|P(v,w)| = | det(v,w)], (5.7)
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em que |P (v, w)| denota a area de P(v, w), a ser entendida aqui como o produto
do comprimento de um de seus lados, dito a base, pela altura correspondente.
Tomando-se w como base de P (v, w), a altura serd a norma da projecao de v
sobre o vetor wt = (—d, ¢), pois (wt,w) = 0 (Fig. 5.4).

Figura 5.3
Logo, uma vez que ||w|| = ||w]|| e (wt,v) = —ad+bc = — det(v, w), tem-se
(v, wh)|
[P (v, w)] = [wl | Por ()]l = llwll7 =5 | = | det(v, w)].

(wt, w)

Uma outra expressao da drea de P(v,w) pode ser obtida a partir da
igualdade v = P,(v) + P,.(v). De fato, pelo Teorema de Pitagoras, tem-
se ||[v]|? = || Pu(v)]|* + || Pyr (v)]|?. Dai e de (5.7), obtém-se

2 <an>2 <U77~UL>2 w2
ol = ol + )
(v,0)? [det(v,w)2 _ {v,w)?  [Plo,w)p?
(w, w) (w, w) (w, w) (w, w)

Logo,
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A matriz na tltima igualdade acima é dita a matriz de Gram dos vetores
v e w, e seu determinante é denotado por g(v,w). Assim, temos

|P(v,w)] =+/g(v,w). (5.8)

Note que podemos expressar o comprimento de um vetor v € R? através da

matriz de Gram 1 x 1, [(v,v)], uma vez que ||v]| = \/(v,v) = \/g(v). Convém
mencionar também que podemos descrever P (v, w) como

Pv,w) = { v+ pw; A, p € [0,1]}.
Exemplo 5.10. Dados v = (3, —1),w = (2,2) € R2, temos
[P (v, w)| = |det(v,w)| = 8.

Observemos também que

g(v,w) = det [ <<:;";>> &Zé } = det { 140 ;1 } — 64 = |P(v,w)%,

confirmando, assim, a igualdade (5.8).

Mais geralmente, o paralelepipedo k-dimensional de R™ determinado por k
vetores linearmente independentes, v, ..., v, é definido por:

P(Ul,...,vk>:{)\1U1+"'+)\k’l}k; )\16[0,1] VZIL,k}

Pondo-se Wy, = ger{vy,...,vr_1}, 0 volume k-dimensional do paralele-
pipedo P(vy,...,vx), a ser denotado por |P(vy,...,v;)|, é definido indutiva-
mente da seguinte forma (Fig. 5.4):

lorll, se k=1.
|P(v1,...,08)| =

[P(or, .- oe—1)] lve — Pw_y (i) ||, se k> 1.

Consideremos, entao, a matriz de Gram de vy ,..., v,

Gvr, -y vr) = (Vi 05)) s

e denotemos seu determinante por g(vq, ..., vg).
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Figura 5.4: Paralelepipedo P(vy,...,vk).
Proposigao 5.5. Para todo paralelepipedo P(vy, ..., vx) C R, vale a igualdade

|P(v1,.. 00)|] =V glvr, ... 0p). (5.9)

Demonstrag¢ao. Temos que a igualdade (5.9) é trivial para k = 1. Suponhamos,
por inducao, que ela seja verdadeira para k € N. Pondo-se, entao,

Pw, (Vg+1) = Ao+ -+ + Ao

e Wpt1 = Vg1 — Pw, (Vk41), tem-se

k
V41 = E AjUj + Wiyt -

j=1

Assim, denotando-se por ¢, ..., cry1 0s vetores coluna da matriz de Gram
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G(v1,...,Vk41), tem-se
k41 k+1 [ k
Ch+1 = E (Vkg1,vi)€; = E E AjUj + Wry1, Vi ) €
=1 i=1 j=1
k+1 k k41
= > D v e+ Y (we,vi) e
i=1 \j=1 =1
ko k+1
- E :E :<)‘J'Ujvvi>ei+ (Wri1, Vrt1)€hit
j=1 i=1
k
= Aic; + [wrg1]]Pe
- J%3 k+1 k+1-
i=1
Dai, observando-se que det(cy,..., ¢k, exr1) = g(vr,...,vx), e lembrando-se

que det é uma forma multilinear alternada, obtém-se

g(vy, ... vks1) = det(cr, ..., ck, Cry)
k
= det <01 ey Chey Z)\jcj + HwkHHQekH)
j=1
= NlwenllPg(or, .. on) = [[wga P[P (v, o)
= ’P<U17"‘Jvk+l)’2'
O resultado, portanto, segue-se do Principio da Inducao. [
Note que, na Proposigdo 5.5, provamos também que g(vy,...,vx) > 0
sempre que v, ...,V sao LI
Corolario 5.1. Suponha que {vi,... v} C R™ seja um conjunto ortogonal.

Entao, vale a igualdade

[Pvr, - ve)l = [loal[ vzl - o]l (5.10)
Demonstragao. Sendo {vy,..., v} ortogonal, a matriz de gram G(vq,. .., vg)
é diagonal, e suas entradas ao longo da diagonal sdo ||v1||?, ..., ||vg||?, donde

Pur,. o)l = Vg(or, - ve) = o] Hlvell - [logll- -
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Corolario 5.2. Para todo paralelepipedo n-dimensional P(vy,...,v,) C R™,
vale a sequinte iqualdade:

|P(v1,...,0,)] = |det(v1,...,0,)] (5.11)

Demonstracdao. Basta observarmos que, se A é a matriz n X n cujos vetores
linha sdo vy ,...,v,, entdao G(vy,...,v,) = AA* (vide Exercicio 11). Logo,

P(v1,...,v)]° =detG(vy,...,v,) = (det A)?
donde se obtém (5.11). |

Exemplo 5.11. Consideremos os vetores de R?, v; = (1,0,1), vy = (2,—1,1)
e v3 = (1,1,—1). Um cdlculo direto nos da g(vi,ve) = 3, g(vi,v3) = 6 e
g(vg, v3) = 18. Logo, as dreas dos correspondentes paralelogramos sao:

Plon,02)l = V3, [P(or,v)| = V6 e [P(on,00)] = 3V2.
Quanto ao volume do paralelepipedo determinado por vy, vy € v3, temos

|P(v1,v9,v3)| = | det(vy, ve,v3)| = |3] = 3.

5.5 Equidistancia em R" (x)

[lustremos a forga conceitual do produto interno e seus correlatos estabe-
lecendo uma propriedade do espaco euclidiano R™ visto como espaco métrico,
isto é, como um conjunto de pontos com uma distancia (no caso, a euclidi-
ana) bem definida. Quando n = 2, essa propriedade reflete o fato de que o
maior (em cardinalidade) conjunto de pontos equidistantes do plano euclidiano
é constituido pelos vértices de um triangulo equilatero.

Proposigao 5.6 (PONTOS EQUIDISTANTES EM k™). Seja € um subconjunto do es-
paco R™ cujos pontos sao equidistantes, isto €, existe € > 0, tal que

dist (p1,p2) = € Vp1,p2 € €.

Entao, € nao contém mais que n + 1 pontos.
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Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que existam n + 2 pontos equi-
distantes em €, po,...,Ppt1, € tomemos um sistema de coordenadas ortogo-
nais em R" tal que py seja a origem 0. Dotemos R", entao, de sua estru-
tura de espaco vetorial com produto interno canonico, de modo que os pontos
Pi,.--,Pni1 Passam a ser vetores de R™, os quais passaremos a denotar por
UV1y.eoo5Unpt1 -

Mostremos que, nas condicoes dadas, esses vetores sao LI, contradizendo
que dim R"™ = n, e provando, desta forma, o resultado. Para tanto, tomemos
uma combinacgao linear nula de vy ,...,v,41,

a1y + -+ Ap41VUny1 = 0. (512)
Podemos supor, sem perda de generalidade, que € = 1, de modo que
o> = [lvjlI* = lloi —vy]? =1 Vi#£je{l,...,n+1}.

Dessas igualdades, e da bilinearidade do produto interno, obtém-se, para i # 7,
(vi,v;) = 1/2. Assim, para cada i € {1,...,n + 1}, tomando-se o produto
interno por v; em ambos os membros da igualdade (5.12), chega-se a

1
a;+ a1+ + a1+ a1 + -+ apyr) = 0.

2
Adicionando-se a;/2 a ambos os membros dessa ultima igualdade, e denotando-
se por S a soma de todos os coeficientes a; , obtém-se a; = —S. Logo,
n+1

S:Zai: —(n+1)S,
i=1

donde S = 0 e, portanto a; = 0. Desta forma, os vetores vy ,...,v,41 sao LI, o
que constitui a nossa anunciada contradigao. |
Exercicios

Secao 5.2
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. Sejam (, )1 e (, )2 produtos internos num espago vetorial V, e A um

nimero real positivo. Mostre que
(v, w) = (V,w)1 + XV, W)y, v,weV,

é um produto interno em V.

. Seja B uma base de um espaco vetorial V' de dimensao n. Escrevendo-se

v=(21,...,25) € W= (Y1,...,Yn)8, suponha que

(v,w) = Z ;i T;Y;

ij=1

defina um produto interno em V. Mostre que a; > 0Ve =1,...,n.

. Seja TV — (W, (,)) uma aplicacdo linear injetiva. Mostre que:

i) A fungao (u,v)g = (T'(u), T(v)), u,v € V, define um produto interno
(, Yo em V, dito induzido por T.

ii) O produto interno definido em M(m,n) no Exemplo 5.2 é aquele
induzido pelo isomorfismo natural 7' : M(m,n) — (R™ (,)), em
que (, ) é o produto interno canénico de R™".

Mostre que a norma || || de um espago vetorial (V, (, }) tem as seguintes
propriedades, validas para quaisquer v,w € V :

i) Jo+w|*+|v—w|* = 2(||v]|*+||w||*) (identidade do paralelogramo);

i) [lvll = [Jw|l| < |lv—w| (sequnda desigualdade triangular).

. Mostre que, para todo espago vetorial (V, (, )), vale a seguinte identidade

de polarizacao:

(Il + llwl* = flo = w]?) Yv,w eV,

N | —

<U7w> =

isto é, todo produto interno é determinado pela norma a ele associada.
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Mostre que a funcao distancia dist definida em (5.3) tem as seguintes
propriedades, validas para quaisquer u,v,w € (V,(, )):

i) dist (v,w) > 0 edist (v,w) =0 < v=w (positividade);
i) dist (v, w) = dist (w,v) (simetria);
iii) dist (u, w) < dist (u, v) + dist (v, w) (desigualdade triangular).

Dado ¢ € R, considere a funcao f(x) = (z +¢)?/(z* + 1), x € R. Use a
desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que

f) <1+ VzeR.

Sejam wu e v vetores LI num espago vetorial (V, (, )). Encontre um vetor
w de ger {u,v}, o qual seja paralelo & bissetriz do angulo <t(u,v), isto é,
w deve satisfazer <(u,w) = <(w,v).

Secao 5.3
Mostre que o operador linear J : R? — R? definido por
J(l’l 7'2:2) = (_x% xl)

tem as seguintes propriedades, as quais sao validas para quaisquer vetores
v,w € R?,

i)
ii)

iii) ||J(v)|| = ||lv|| (J preserva norma).

(J(v),v) =0 (J € a rotagdo positiva de angulo 7/2);
{

J(v), J(w)) = (v,w) (J preserva produto interno);

Sejam W; e Wy subespagos de (V) (, )). Mostre que:

i) (Wi +Wa)t = Wi n Wy

Conclua que:
V=WaoW, & V=W oWi.
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Dadas matrizes A € M(m,n)e B € M(n,p), denote por vy, ..., v, € R"
os vetores linha de A, e por wy,...,w, € R" os vetores coluna de B.
Verifique, entao, que o produto AB pode ser caracterizado como:

AB = (Cij)mxpa Cij = (vi,wj>.

Considere o exercicio anterior e mostre que, para toda matriz A €
M(m,n), tem-se Nuc (Ty) = L5

)). Suponha que, para todo

Seja B = {uy,...,u,} uma base de (V, (,
x3 4 -+ + x2. Mostre que B é

v=(x1,...,2,)p €V, tenha-se |v]|? =
ortonormal.

Considere a Observacao 5.2, e verifique as propriedades da projecao or-
togonal Py : V' — W listadas na Secao 5.3.

Dado um subespago nao trivial W C (V, (, )), seja v um vetor de V, tal
que v € W. Mostre que:

[v = Pw(v)]] <[lv—wl Vw € W, w # Py (v),
isto é, Py (v) é o ponto de W que esta mais préximo de wv.

Considere em M(2) o produto interno (, ) definido no Exemplo 5.2 (vide,
também, Exercicio 3-(ii)), e determine o complemento ortogonal do su-
bespaco W C (M(2),(, )) formado pelas matrizes simétricas de ordem
2.

Seja By = {v1, ..., v} uma base de um subespago W C (V, (, )). Mostre
que existe um operador linear 7 : V — V, tal que nucT = W = T(V)*.

Secao 5.4
Seja B = {vy,...,v,} uma base (ndo necessariamente ortonormal) de
um espago vetorial (V,(,)). Dados n escalares \;,...,\, € R, prove

que existe um unico vetor v € V, tal que

<U,Ui> :)\Z V’L:L,n



§5.5

19.

20.

FEquidistincia em R™ (x) 151

Sejam T': R” — R™ um isomorfismo, e P(vy,...,v,) um paralelepipedo
n-dimensional de R™. Verifique que T'(P(vy, ..., v,)) é um paralelepipedo
n-dimensional de R", e mostre que

T(P(v1,...,0))] = |det T||P(v1,...,0,)]|

Considere uma base B = {vy,...,v,} de R™. Denote por W}, o subespagco
gerado por vy, ...v, e ponha wyi = vey1 — P, (vr), 1 <k <n-—1
Mostre que, nessas condicoes, vale a igualdade:

[P(or, ..o o) = [loal f[wa] .. Jlwnl.
Conclua, entao, a validez da desigualdade de Hadamard:
[ det(vr, ..., on)] < flualHf[vzll - - [[onl],

em que a igualdade ocorre se, e somente se, a base B for ortogonal.
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Decomposicao de Operadores

A partir deste capitulo, nos dedicaremos exclusivamente ao estudo dos ope-
radores lineares em espacos vetoriais de dimensao finita. Nesse contexto, a
abordagem mais eficaz envolve a decomposicao do operador dado em “subo-
peradores” mais simples, num sentido que logo deixaremos claro. Para tanto,
conforme constataremos, é suficiente que o espaco vetorial onde se define o
operador possa ser decomposto em subespacos, os quais sejam invariantes pela
acao do mesmo.

Uma propriedade notavel dos operadores lineares em espacos de dimensao
finita, a qual estabeleceremos ao longo deste capitulo (vide também Apéndice
A) é a de que uma tal decomposigao sempre pode ser feita, sendo o caso 6timo
o dos operadores diagonalizdveis, isto é, aqueles em que todos os subespacos
da decomposicao tém dimensao 1.

A teoria de decomposicao de operadores envolve os conceitos fundamen-
tais de autovalor e autovetor, bem como o de polindbmio minimo, sobre os
quais discutiremos detalhadamente neste capitulo. Em seguida, apresentare-
mos um resultado fundamental, conhecido como Teorema da Decomposicao
Primadria, o qual serd devidamente aplicado na classica caracterizagao de ope-
radores diagonalizaveis através de seus polindmios minimos, assim como em
outros resultados importantes que apresentaremos neste capitulo, no préximo,
e no Apéndice A.

153
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6.1 Consideracgoes Iniciais

Conforme discutimos anteriormente, os operadores lineares mais simples
sao aqueles que podem ser representados por matrizes diagonais, pois toda a
informagao sobre o operador que esta contida na matriz pode ser imediata-
mente obtida por inspecao direta da mesma.

Consideremos, por exemplo, o operador linear T € Z(R?), cuja matriz
com respeito & base canonica de R3, {e;, 5, e3}, é:

] =

S O N
o w O
o O O

Examinando-a, conclui-se que o conjunto {(2,0,0), (0,3,0)} constitui uma base
do conjunto imagem de 7', e que o nucleo de T é gerado pelo vetor e = (0,0, 1).
Ainda com respeito ao operador T, atentetemos para o seguinte fato:

T<61) = 261 ) T(GQ) == 362 e T(63> — 063,

de modo que a imagem de cada vetor e; ¢ um multiplo de e; . E imediato que
a reciproca dessa tltima assercao ¢ verdadeira, isto é, se um operador linear
T € Z(R?) é tal que a imagem de cada vetor ¢; da base candnica ¢ um miltiplo
de si mesmo, entao a matriz de T com respeito a essa base é diagonal.

Mais precisamente, se

T(@l) = )\1617 T<€2) = )\262 (& T(@g) = )\3637 (6].)

tem-se que a matriz [T] é dada por

A 00
Tl=| 0 XA 0
0 0 X

Note que, na presenga das igualdades (6.1), cada subespago unidimensional
W; = ger {e;} é invariante pelo operador T', no sentido de que vale a implicagao

veW;, =TW)eW,.
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De fato, fazendo-se v = z;e; € W, , tem-se
T(v) =T(xe;) = ;T (e;) = xiNie; € W
Dessa forma, para cada i = 1,2, 3, os operadores
T; =1, W — W € LZ(W5) (6.2)

estao bem definidos.
Assim, existem 3 subespacos unidimensionais, Wi, Wy e W3, todos invari-
antes por 7T, tais que
R =W, & Wy Ws.

Nesse caso, como sabemos, todo vetor v € R3 se escreve de forma tnica como
soma de vetores dos subespacos W, isto é, para cada v € R?, existem tnicos
vetores w; € W; i = 1,2, 3, tais que:

V= w1 + ws + ws.
Dal, e das igualdades (6.2), tem-se:
T(’U) = T(w1 +wae +1U3) . T(wl) +T(U]2) —{—T(IUg) = Tl(wl) +T2(’LU2) —l—Tg(U)g)

Indicaremos essa relagao entre o operador 7' e suas restri¢oes T; aos respec-
tivos subespagos invariantes por:

T - Tl @ T2 @ T3 .
Consideremos, agora, o operador T' € .Z(IR3), tal que
0 -1 0
T]l=11 00
0 0 2
Nesse caso, temos

T(e1) = ey, T(eg) =—e1 e T(ez) = 2e;3.
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Claramente, ger {e3} é invariante por T', e nenhum dos subespacos ger {e;}
ou ger {es} 0 é. No entanto, o subespago bidimensional ger {e; , €2} é invariante
por T, pois dado v = x1e1 + x99 € ger{ey,es}, tem-se

T(v) = 21T (e1) + 22T (e2) = x1€9 — 2261 € ger {ey, e} .
Fazendo-se, agora,
W1 = ger {61 s 62} e W2 = ger {63},

tem-se que

R =W, @ W,

e que os operadores

Ty =1

lw,

3W1—>W18T2:7] Woe — W (63)

Wo

estao bem definidos.

Além disso, como no exemplo anterior, dado v € R?, existem unicos w;, €
Wy e wy € Wy, tais que v = wy + wsy, donde T'(v) = Ty (wq) + To(ws). Igual-
mente, expressamos essa relagao entre 7T, Ty e T por

T'=Td1T;.

Observemos que [T] é diagonal por blocos (vide Segao 4.3.3), e que seu
bloco diagonal superior 2 x 2 é a matriz de 77 com respeito a base {e, e} de

Wl )
0 —1
T = .
mi=17 ]
Analogamente, a matriz de Ty com respeito a base {es} de Ty é [2], a qual

corresponde o bloco diagonal inferior 1 x 1 de [T].
Em suma,

T=T\&T, e [T]:[[Tﬂ [TM.

Como ultimo exemplo, consideremos o operador T € £ (R®), cuja matriz,
também diagonal em blocos, é:
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1 3
1 4
5 6 [11]
2 1 1]

em que T; =Ty, e
Wy = ger{ey, ea,e3}, Wy =ger{es,e5} e Wy =ger{es}
sao os subespacos invariantes por 7. Assim, com a notagao acima,
Ir=Tohols.

De modo geral, dado um operador linear T' € Z(V), dizemos que um
subespagco W C V é invariante por T, ou, equivalentemente, T-invariante,
quando T'(W') C W, isto é, quando vale a implicagao:

veW = Tw)eW.

Quando W C V é T-invariante, temos que a restricao de T a W, a qual
serd denotada por Ty, é um operador linear bem definido em £ (W). Dessa
forma, em total analogia com os exemplos precedentes, uma decomposicao de
V numa soma direta de subespagos invariantes,

V=W & oW,

induz uma decomposigao de T' € £ (V') numa soma direta de operadores,
T=Tw,® - ®Tw,,

tendo essa igualdade o seguinte significado:

v:w1+‘-~—|—wk€V = T(v):Twl(w1)++TWk(wk), ’LUZGVVZ
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Considerando-se as decomposicoes acima, tomemos uma base de V,
B=DBU---UDB;,

tal que B; seja uma base de W;. Com respeito a B, a matriz de T assume,
entao, a forma diagonal em blocos:

[Tw, ],
T)s = fivle . (6.4)
[Tw ],
Em particular (vide igualdade (4.19)),
det T = det Tyy, ... det Tiy, . (6.5)

A este ponto, deve estar clara a ideia por trds da decomposicao de um ope-
rador linear 7', como vimos fazendo: estudar o comportamento de 1" analisando
cada uma das componentes Ty, da decomposicao. Por exemplo, a igualdade
(6.5) nos diz que T sera invertivel se, e somente se, cada T; for invertivel.
Note que, um operador que compoe T', Ty, , serd tao mais simples quanto me-
nor for a dimensao de W;, sendo a situacao ideal aquela em que cada W, é
unidimensional, como em nosso primeiro exemplo. Tais operadores sao ditos
diagonalizdveris.

Conforme constataremos, nem todo operador linear é diagonalizavel. No
entanto, quando V' tem dimensao finita (> 3), todo operador T € Z (V)
admite decomposicoes em soma diretas de operadores, como as que fizemos
acima.

Na Secao 6.4, consideraremos um tipo de decomposicao de um operador,
dita primdria, a qual, dentre outros beneficios, nos permitira estabelecer con-
di¢oes necessérias e suficientes para que um operador num espaco de dimensao
finita seja diagonalizavel.

Por fim, advertimos que, daqui por diante, nao consideraremos espacos
vetoriais de dimensao infinita, de modo que V indicard sempre um espaco
vetorial (real) de dimensao finita n > 1.
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6.2 Autovalores e Autovetores

Nesta secao, investigaremos os subespacos invariantes de um operador ar-
bitrario T' € Z(V), os quais sao associados a um determinado tipo de vetor de
V' — que pode ou nao existir — dito autovetor de T. Os operadores diagonali-
zaveis, conforme veremos, sao justamente aqueles cujos autovetores constituem
uma base de V.

A titulo de motivacao, consideremos o operador linear T' € .Z(R?), tal que

m=|5 3]

e observemos que os vetores v; = (1,1) e vy = (1, —1) satisfazem
T(1,1) = (3,3) =3(1,1) e T(1,-1)=(-1,1) = —(1,-1),

isto é, T'(v;) é um multiplo de v;, i = 1,2. Os vetores v; sao ditos, entao,
autovetores de T, enquanto os escalares 3 e —1 sao ditos os autovalores de
T (Fig. 6.1). Observemos ainda que v; € vy sao LI (na verdade, ortogonais)
e, portanto, definem uma base B de R? formada por autovetores de 7. Em
particular, a matriz de T' com respeito a essa base é dada por:

[T]B:{g _(”7

a qual é mais simples que [T], por ser uma matriz diagonal.
O mesmo ocorre com o operador linear 7' € Z(R?) cuja matriz [T] é:

14 —-13 8
T]=]-13 14 8
8 8 -7

Com efeito, fazendo-se v; = (1, —1,0), vo = (1,1,1) e v3 = (1,1, —2), por meio
de um calculo direto, verifica-se que

T(v1) = 2Tv1, T(v2) = 9vp e T(v3) = —15v3,



160 Decomposi¢io de Operadores Cap. 6

Figura 6.1: Autovetores de T'(z1,x2) = (21 + 222,222 + x1).

isto é, B = {v;,vy,v3} é uma base (ortogonal) de R? formada por autovetores
de T'. Logo,

27 0 0
Ts=| 09 0
00 —15

Observemos que, nos dois exemplos acima, a matriz [T] é simétrica e a base
de autovetores B é ortogonal. No préximo capitulo, veremos que esse compor-
tamento ¢ tipico de uma classe especial de operadores, ditos autoadjuntos.

De modo geral, dado um operador linear T' € Z(V'), diz-se que v € V —{0}
é um autovetor de T, quando existe um escalar A € R, dito o autovalor de T
associado ao autovetor v, o qual cumpre:

T(v) = lv.

Equivalentemente a definicao da secao anterior, podemos dizer que T' é
diagonalizdvel, quando existe uma base B, de V, formada por autovetores de
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T. Nesse caso, diz-se também que B diagonaliza T, pois a matriz de T" com
respeito a base B é diagonal, sendo suas entradas os respectivos autovalores de
T, isto é, quando a base B = {vy,...,v,} C V satistaz T'(v;) = \jv; , tem-se

A
A2
Ts =
An

Suponha que v,w € V sejam autovetores de 7" : V' — V associados ao
autovalor . Nesse caso, dado p € R, temos que

T+ pw) =T W)+ puT(w) = A+ p(Aw) = A(v + pw),

isto é, v + pw é também um autovetor de T' associado ao autovalor \. Dali,
segue-se o resultado seguinte.

Proposicao 6.1. Dados T € £ (V) e XA € R, tem-se que o conjunto
Wy={veV;T(v)=M}CV
¢ um subespaco vetorial de V, dito o autoespaco de T' associado a .

Note que, embora o vetor nulo esteja excluido da definicao de autovetor,
dado T € Z(V), é imediato que 0 € W,, isto é,

W), = {autovetores de T associados a A\} U {0} C V.

Segue-se diretamente da definicao que todo autoespaco W, como acima é
T-invariante, e que vale a seguinte igualdade:

Ty, = Ay, . (6.6)

Dado um operador linear T' € Z(V'), coloquemo-nos o problema de deter-
minar, caso existam, os autovalores e autovetores de T'. Iniciemos observando
que, dados um vetor nao nulo v € V, e A € R, sao evidentes as equivaléncias:

Tw)=M < (M —-T)v=0 < nuc (A —T) # {0}. (6.7)
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Logo, A € R sera autovalor de T' se, e somente se,
det(A\l —=T) =0. (6.8)

Assim, a igualdade (6.8) é uma equagao algébrica de varidvel A, cujas solu-
¢oes sao autovalores de T. Uma vez determinados esses autovalores, obtém-se
os autovetores correspondentes reconsiderando-se as equivaléncias (6.7).

A fim de ilustrar esse método, retomemos o operador T' € .Z(R?), tal que

m=|y 3]

o qual consideramos no comeco da secao. Nesse caso, temos

[AI—T]:[)\_l =2 }

-2 -1
Logo, det(A] —T) = (A — 1)*> — 4, donde (6.8) é a equagao quadrdtica
A —2X-3=0,

cujas raizes, Ay = 3 e Ay = —1, sao os autovalores de T.

Considerando-se a igualdade (A —T)v = 0 da equivaléncia (6.7) com A = 3
e v = (x1,27), tem-se que o autoespago de T associado ao autovalor A\; = 3
coincide com o conjunto solugao do seguinte sistema homogéneo:

2!E1 - 21’2 =0
—233'1 + QZUQ = 0,

0 que, claramente, nos da:
Wy, = {(z1,22) €R?; 2y = 25} = ger {(1,1)}.
De modo inteiramente analogo, obtém-se

Wy, = {(z1,20) €ER?; 2y = —ap} = ger {(1,—1)}.
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A igualdade (6.8) nos leva naturalmente a introduzir o polinémio caracte-
ristico de T' € Z(V'), o qual se define como

c(t)=det(tI —=T), teR.

Das consideracoes acima, e do fato de todo polinomio de grau impar possuir
uma raiz real, segue-se o resultado seguinte.

Proposigao 6.2. Um escalar A € R € autovalor de um operador T € L (V) se,
e so se, A € raiz do polinomio caracteristico de T. Em particular, T possui pelo
menos um autovalor — e, portanto, um autovetor — se a dimensao de V' for
impar.

Convém observar que ¢ é um polindbmio monico de grau n em t, isto é,
~1
ct) =t"+an t" '+ Fat+ag, ag,...,an_1 €R,

o que pode ser constatado pelo calculo direto do determinante

t—an —aip - —Q1p
—ao1 t—ax --- —aQay
det[tl — T]B = i X . . ,
—0An1 —Qp2 ce t— Gpn

em que B é uma base arbitraria de V' e [T']p = (@ij)nxn - Nesse caso, os coefici-
entes a;, do polindmio caracteristico ¢ sao dados por expressoes que envolvem
as entradas a;; de [T]p. Acrescentamos ainda que, para n = 2, verifica-se a
seguinte igualdade (vide Exercicio 2):

c(t) = t* — (traco T')t + det T.

Proposigao 6.3. Sejam vy ,...,vx € V' autovetores de um operador linear T' €
ZL(V), cujos correspondentes autovalores, A1, ..., N, sdo distintos entre si.
Entao, {vy,...,v;} € LI
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Demonstrag¢ao. Provemos por inducao sobre k. O resultado é 6bvio para k = 1.
Suponhamo-lo, entao, verdadeiro para k — 1 e provemo-lo verdadeiro para k.
Para tanto, consideremos uma combinacao linear nula de vy, ..., v,

i1 + -+ ppvr = 0. (69)
Aplicando-se T' a ambos os membros dessa igualdade, obtém-se
,ul)\lvl + -+ ,uk/\kvk =0. (610)

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade (6.9) por —\; e adicionando-
se a (6.10), chega-se a

(A — X))o + -+ (A1 — Mg pg—106—1 = 0.
Pela hipétese de inducgao, vy, ..., vx_1 sao LI. Logo,
(A= M) = - = (Mp—1 — A1 = 0,

oquenosda pu; =0Vi=1,...,k—1,ja que, também por hipdtese, \; — \r, # 0
para tais valores de i. Dai e de (6.9), tem-se uzvr = 0, donde py, = 0, isto é,
vy, ...,V sao LI, como desejavamos provar. |

Corolario 6.1. Sejam A1, A\s autovalores distintos de um operador linear T €
g(V) Entao W>\1 N W)\Q = {0}

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que exista um vetor nao nulo v € Wy, N
W),. Nesse caso, associando-se v a A; e 2v a Ay, temos que {v,2v} é um
conjunto LD de autovetores associados a autovalores distintos, contrariando a
Proposicao 6.3. Logo, Wy, N W,, = {0}. |

Segue-se diretamente das Proposicoes 6.2 e 6.3 o resultado seguinte, o qual
estabelece uma condicao suficiente sobre o polinémio caracteristico de um ope-
rador para que o mesmo seja diagonalizavel.

Proposigao 6.4. Seja T € £ (V) um operador definido num espago vetorial V
de dimensdao n. Se o polinomio caracteristico del’ tiver n raizes reais distintas,
entao T serd diagonalizdvel.
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Diante da Proposicao 6.4, no que diz respeito a diagonalizacao de um ope-
rador 7', cabe-nos indagar o que ocorre quando o polindmio caracteristico ¢ tem
raizes com multiplicidade. Abordaremos essa questao no exemplo seguinte.

Exemplo 6.1. Sejam T} , Ty € .Z(R?) os operadores lineares cujas matrizes com
respeito a base canonica de R? sao:

2 2 -1 3/2 —1/2 1/2
T]=1]1 0 1| e [B]=]-1/2 3/2 1/2
2 -2 3 0 0 2

Calculando-se os determinantes det(t — T1) e det(tI — T3), conclui-se que Ty
e T; tém o mesmo polinomio caracteristico, qual seja,

c(t) = (t —1)(t - 2)°

Em particular, Ay =1 e Ay = 2 sao ambos autovalores de T} e T .
Designemos por W o autoespago de T; associado a \; , i, 7 = 1,2. Procedendo-
se como anteriormente, obtém-se para o operador 77,

Wy, =ger{(1,-2,-3)} e W, =ger{(0,1,2)},
enquanto para o operador T, ,
W3 =ger {(1,1,0)} e W} =ger{(~1,1,0),(1,0,1)}.

Assim, qualquer conjunto LI de autovetores de 17 tem, no maximo, 2 ve-
tores e, portanto, nao constitui uma base de R*. Por outro lado, o conjunto

B = {(17 1, O)’ (_17 L, 0)7 (17 0, 1)}7
claramente, é uma base de R? formada por autovetores de 75 , implicando que

esse operador é diagonalizavel e que sua matriz com respeito a base B é:

100
[TQ]B - O 2 O
00 2
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Para melhor compreendermos a diferenga de comportamento dos operado-
res T e Ty, observemos que

dim Wy, + dim Wy, =2 < 3 = dimR® = dim W}, + dim W,
donde se infere que
2 2 3 1 1
W)\l @ W)\Q - R ; W)\l @ W)\Q
(Note que o fato dessas somas serem diretas deve-se ao Corolério 6.1.)
O exemplo acima sugere a proposigao seguinte.

Proposicao 6.5. Suponha que \1,..., ;. sejam os autovalores distintos de um
operador linear T € £ (V). Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

e T ¢ diagonalizdvel;
o V=W, @ --aW,,.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que T seja diagonalizavel. Entao, existe uma
base B, de V, formada por autovetores de T'. Nesse caso, para cada i =1,...k,
o conjunto BN W, é nao vazio. Com efeito, se, para algum i € {1,...,k},
tivéssemos BNW,, = (), pela Proposicao 6.3, para todo vetor nao nulo v € W),
{v} U B seria um conjunto LI contendo uma base de V. Assim, tomando-se,
para cada i € {1,...,k}, uma base B;, de W;, tem-se que B = By U --- U By.
Porém, pelo Corolario 6.1, essa uniao é disjunta, donde se infere que V é a
soma direta dos autoespacos W, .

Suponhamos, agora, que valha a igualdade V- = W), @- - -@W,, . Tomemos,

entao, para cada ¢ = 1,...,k, uma base B; de W,,. Nesse caso, segue-se
diretamente da Proposicao 6.3 que B = B;U- - -U By, é uma base de autovetores
de T, donde T é diagonalizavel. [ |

No que se segue, abordaremos a seguinte questao, a qual surge naturalmente
no contexto dos operadores diagonalizaveis: sob que condigoes existe uma base
que diagonalize simultaneamente dois tais operadores?



§6.2 Autovalores e Autovetores 167

Proposigao 6.6. Sejam T,T' € £ (V) dois operadores diagonalizdveis que co-
mutam. Entdao, existe uma base de V' que diagonaliza T e T simultaneamente.

Demonstracao. Demonstremos o resultado por indugao sobre n = dim V. Para
n = 1, nao ha o que se provar. Suponhamos, entao, que o resultado seja
verdadeiro para todo espaco vetorial de dimensao < n — 1. Nessas condigoes,
consideremos um autoespago W, de T, o qual, como sabemos, é T-invariante.
Vejamos que W, é também T’-invariante. De fato, dado v € W, , tem-se
T(v) = Mv. Dali, e da comutativadade de T e T”, tem-se

TT'(v) = T'T(v) = AT"(v),

isto é, T"(v) € W,. Logo, T'(W)) C W) e, portanto, W) é T’-invariante.

Se W, =V, entdo T" = AI. Nesse caso, qualquer base que diagonalize T’
ird4 diagonalizar 7. Caso contrario, cada autoespago W), de T terda dimensao
< n—1 e, pelo discutido acima, serd invariante por ambos, T" e T". Aplicando-
se, entao, a cada autoespago W), a hipétese de indugao, obtém-se uma base
B;, de W,,, a qual diagonaliza as restri¢coes de T e 7" a W), . Dessa forma,
uma vez que V. =W,, @ --- & W,,, temos que B =By U---U By, é uma base
de V que diagonaliza T e T" simultaneamente. ]

Exemplo 6.2. Sejam T4, Tp € -Z(R?) os operadores de R? determinados pelas

A:21eB:_1 1,
1 2 1 -1

respectivamente. Efetuando-se os produtos AB e BA, obtém-se

matrizes

-1 1
AB = BA = =B
R
de modo que A e B (e, portanto, T4 e T) comutam.
Procedendo-se como no Exemplo 6.1, conclui-se que os autovalores de Ty
sao \; = 1 e Ay = 3, enquanto os de Tg sao u; = —2, us = 0. Os correspon-
dentes autoespacos sao:

W/\1 = Wm = ger{(la _1)} € WAQ = Wuz = ger{(L 1)}7
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donde se infere que Ty e T sao ambos diagonalizaveis, e que

B = {(17 _1)7 (1’ 1)}

¢ uma base de R? que diagonaliza ambos esses operadores simultaneamente.

6.3 Polinomio Minimo

Na secao anterior, vimos que as propriedades do polinomio caracteristico de
um operador incidem em seu comportamento no que diz respeito a diagonali-
zagao. No entanto, tais propriedades estabelecem apenas condigoes suficientes
e, portanto, nao caracterizam operadores diagonalizaveis. Dito de outra forma,
nao ha condic¢oes necessarias sobre o polinomio caracteristico de um operador
diagonalizavel. Esse lapso é remediado por um outro polinémio associado a T,
dito minimo, sobre o qual podem-se estabelecer tais condigdes (vide Corolario
6.2 na segao seguinte).

Introduziremos agora o conceito de polinomio minimo de um operador e
verificaremos suas propriedades mais fundamentais. Posteriormente, veremos
que o polinomio minimo tem uma intima relagdo com o polinomio caracteris-
tico. Constataremos, também, que os polindomios minimos desempenham um
papel fundamental em decomposicao de operadores.

Dado um operador linear 7' € Z(V'), como sabemos, estao bem definidas
quaisquer combinagoes lineares de poténcias de 7. Assim, dado um polinomio

p(t) = ao + art + - - - + axt" € P[t, R],
definimos o operador linear p(T') € £ (V) por
p(T) = apl + ayT + - + a;,T".

De forma inteiramente andloga, definimos p(A) € M(n) para uma matriz
quadrada A € M(n). Em particular, pelas Proposicoes 3.7 e 3.8, para qualquer
base B de V, vale a seguinte igualdade:

(7)) = p([T]g)-
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Definigao 6.1 (POLINOMIO ANULADOR). Diz-se que um polinémio p € P[t,R] é
um anulador de T, ou, equivalentemente, que p anula T, quando p(T) é o
operador nulo de V| isto é, p(T)(v) = 0Yv € V.

Verifiquemos que o polinémio p(t) = t*> + 1 anula o operador T' € Z(R?),
cuja matriz com respeito a base canonica é:

n-[2 5]

De fato, temos que

0 -11" [10 1 0 10 00

Mﬁw"{1 o} +{0 1}_[ 0 —1]+{0 1}_{0 0}
donde p(T') = 0, isto é, p anula 7.

No exemplo acima, o leitor atento pode ter notado que p é precisamente o
polinomio caracteristico de T'. Um classico resultado da Algebra Linear, conhe-
cido como Teorema de Cayley—Hamilton, afirma que esse fenomeno ¢ tipico,
isto é, todo operador linear é anulado por seu polinomio caracteristico. Esta-
beleceremos esse teorema no Apéndice A (vide também Exercicio 10).

Por ora, verifiquemos que o conjunto dos polinomios que anulam um ope-
rador nunca é vazio. Para tanto, tomemos um operador nao nulo 7' € Z(V),
e lembremos que dim.Z(V) = n2. Logo, o conjunto {I,T,T2, ..., 7"}, por
conter n? 4+ 1 operadores, é necessariamente LD em .Z(V). Assim, existem
escalares ag, ..., a,2, nao todos nulos, para os quais tem-se

aol + a1 T+ - + a2 T™ = 0. (6.11)
Essa igualdade, porém, nos diz que o polinomio
p(t) =aog+ ait +--- + apet”

anula o operador linear 7" € Z(V'), mostrando que, de fato, o conjunto dos
anuladores de T' é nao vazio. Dessa forma, faz sentido introduzir o seguinte
conceito:



170 Decomposi¢io de Operadores Cap. 6

Definigao 6.2 (PoriNOMIO MiNIMO). O polinémio minimo de um operador linear
T € Z(V) é o polinébmio moénico de menor grau que anula 7.

Verifiquemos que o polinomio minimo estd bem definido, isto é, que ele é
unico. Antes, relembremos alguns fatos acerca de polinomios.
Primeiramente, um polinémio

p(t) = ag + art + - - + a,t" € P[t,R]

é dito de grau n, quando a, # 0, e monico, quando a,, = 1. Dados polinomios
p1,p2 € P[t,R], diz-se que p; é um divisor de ps, quando existe ¢ € P[t,R],
tal que ps = ¢p;. Um polindmio p cujos unicos divisores sao o préprio p e
polindomio constante 1 é dito primo ou wrredutivel.

Nesse contexto, apelaremos aos seguintes teoremas fundamentais:

Algoritmo da Divisao. Dados polinémios p1,ps € P[t,R], exitem tnicos po-
linomios q,r € P[t,R], os quais cumprem a igualdade

p2 =qp1+T,
em que r =0 ou grau (r) < grau (p;).

Teorema da Fatoracgao Unica. Todo polinomio P[t,R] se expressa de forma
unica como um produto de polinomios primos.

Considerando o Teorema da Fatoragao Unica, dizemos que dois polindmios
sao primos entre si, quando nao possuem fatores primos comuns.

Por fim, enfatizamos que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, um po-
linémio primo p € Pt, R] tem grau 1 ou 2, sendo de uma das seguintes formas:

p(t)=at+b, a#0,beR, ou p(t) =at’> +bt+c, a+#0,b*—4ac < 0.

A unicidade do polinémio minimo de um operador T' € Z (V) segue-se
do algoritmo da divisdo. Com efeito, suponha que my,my € Pt,R] sejam
polindémios minimos de 7. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢,r € P[t,R],
com r = 0 ou grau(r) < grau(my), tais que my = miq + r. Se tivéssemos
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r # 0, entdo, para alguma constante p > 0, pr seria monico e anularia T
ja que pur = p(ms — myq). Isso, porém, contradiria a minimalidade de m; .
Assim, devemos ter r = 0. Dai, e do fato de m; e my serem ambos monicos e
de mesmo grau, segue-se que g = 1 e, portanto, que m; = msy .

Com o mesmo tipo de argumento, obtém-se o seguinte resultado:

Proposicao 6.7. Sejam T € L(V) e p € P[t,R] um anulador de T. Entdo, o
polinomio minimo de T divide p .

Demonstracao. Sejam q,r € P[t,R], com r = 0 ou grau (r) < grau (m), tais
que p = gm + r. Procedendo-se como acima, conclui-se que a minimalidade de
m seria violada se tivéssemos r # 0. Logo, p = gm e, portanto, o polinémio
minimo m divide o anulador p. |

Exemplo 6.3. Reconsideremos o operador T' € .Z(R?), tal que
0 -1
T] = .
m=10 ]
Conforme constatamos, p(t) = t*> + 1 é um anulador de 7. Logo, o polinomio
minimo de 7" é p ou um polinémio de grau 1, ¢(t) = t — A. Veja que, no
ultimo caso, se tivéssemos ¢(7') = 0, teriamos T'(v) = Av para todo v € V, isto

é, T'= M. Por outro lado, é evidente que [T] ndo é um multiplo da matriz
identidade de M (2). Logo, o polinémio minimo de 7" é p.

Exemplo 6.4. Seja T' € .Z(R?), tal que

em que a,b # 0. O polinomio caracteristico de T', como pode ser facilmente
verificado, é ¢(t) = (t — 1)3. J4 adiantamos que o polinémio caracteristico
sempre anula o operador correspondente, de modo que ¢ anula 7. Como no
exemplo anterior, pode-se ver que [T nao é um miultiplo da matriz identidade
de M(3), pois a e b sdo nao nulos. Logo, o polinémio minimo de 7" tem grau
maior que 1. Além disso, pode-se verificar que ([T] —[])* = 0, donde se infere
que o polindémio minimo de T é m(t) = (t — 1)*.
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Fixemos, agora, v € V e T € Z(V). Em analogia com o discutido nos
pardgrafos precedentes, observemos que o conjunto {v, T'(v),...,T"(v)} é LD
em V, uma vez que o mesmo possui n+ 1 vetores, e n = dim V. Assim, existem
agp,--.,a, € R nao todos nulos, tais que

apv + a;T'(v) + -+ a,T"(v) = 0.
Nesse caso, dizemos que o polinémio
p(t) = apv + art + -+ - + a,t"
anula T em v. Isso nos leva ao seguinte conceito:

Defini¢ao 6.3. Dados v € Ve T € Z(V), o polinomio minimo de T em v, o
qual denotaremos por m, , ¢ o polinomio monico de menor grau que anula 7’
em v.

Procedendo-se como anteriormente, isto €, considerando-se o Algoritmo da
Divisao, verifica-se que o polinomio minimo de um operador num vetor é inico.
O mesmo se aplica a proposicao seguinte:

Proposicao 6.8. Sejamv € V, T € Z(V) e p € P[t,R] um anulador de T em
v. Entdo, o polinomio minimo de T em v divide p.

Segue-se da Proposicao 6.8 que, para todo operador linear T' € Z(V), e
todo vetor v € V, m, divide o polinomio minimo de T. Com efeito, sendo o
polinomio minimo de 7" um anulador de T', ele sera, em particular, um anulador
de T em v.

Exemplo 6.5. Vimos que e; e e; sdo autovetores do operador T' € Z(R?) do
Exemplo 6.4. Logo, m., = me, = t — 1. Temos, ainda, que T'(e3) = (a,b, 1),
donde se infere que e3 nao é autovetor de T, pois a,b # 0. Logo, o polinémio
minimo de 7" em e3 é igual ao polinémio minimo de 7', isto é, me,(t) = m(t) =
(t—1)%

Concluindo esta secao, convém mencionarmos que, através do isomorfismo
natural entre Z (V) e M(n), os conceitos e resultados obtidos aqui, concer-
nentes a operadores, podem ser atribuidos a matrizes. Assim, os autovalores
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e autovetores de uma matriz A sdo, por definicao, aqueles do operador T4 a
ela associado. Analogamente, o polinomio caracteristico (respect. polinémio
minimo) de A é, por definigao, o polindmio caracteristico (respect. polinémio
minimo) de T4. Por fim, A sera dita diagonalizdvel, se T4 for diagonalizavel.

Exemplo 6.6. Verifiquemos se a matriz

-1 00 O
A -1 11 -1
-1 00 O
-1 01 0

é, ou nao, diagonalizavel. Para tanto, determinemos seu polinomio caracteris-
tico ¢(t) = det(tI — A). Temos que

t+1 0 0

0
1 t-1 -1 1
0
t

c(t) = det(tl — A) = = (t+1)(t— 1)t

1 0 t
1 0 -1

Logo, Ay = —1, Ay = 1 e A3 = 0 sao os autovalores de A. Procedendo-se como
no Exemplo 6.1, verifica-se que os correspondentes autoespacos sao:

Wy, = ger{(1,0,1,0)}, W,, =ger{(0,1,0,0)} e W), = ger{(0,1,0,1)}.

Em particular, R* # W, & Wy, @& Wy,. Segue-se, entao, da Proposigio 6.5,
que A nao é diagonalizavel. Verificaremos, no Exemplo 6.9, que o polinomio
minimo de A coincide com seu polinomio caracteristico.

6.4 O Teorema da Decomposicao Primaria

Estabeleceremos, agora, o anunciado Teorema da Decomposi¢ao Primaria,
segundo o qual, para todo operador linear 7' € .Z(V'), existe uma decomposi-
¢ao de V em subespacos T-invariantes, os quais sao determinados pelos fatores
primos do polinomio minimo de 7. Faremos varias aplicacoes desse teorema,
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estabelecendo, inclusive, um resultado fundamental sobre operadores cujos po-
linbmios minimos se decompoem como um produto de polinémios de grau 1
(Teorema 6.1). Como consequéncia, obteremos a caracteriza¢ao dos operadores
diagonalizaveis através de seus polinémios minimos (Coroldrio 6.2).

Na demonstragao do Teorema da Decomposicao Primaria, nos sera ttil o
seguinte resultado.

Lema 6.1. Seja T € Z(V) um operador linear. Dados polinémios p,q €
Plt,R], sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

i) Os operadores p(T) e q(T) comutam.

ii) Para todo subespago T-invariante W C V| vale a sequinte igualdade:
p(Tw) = p(T)|w-

Demonstragao. (i) Suponhamos que p, q € P[t,R] se escrevam como:
o p(t) =ao+ait+ -+ ap1t" " + apt™;
[ ] q(t) - b(] + blt + -+ bm_ltm_l + bmtm

Assim, uma vez que duas poténcias quaisquer de 7' comutam, tem-se
p(T)g(T) = a T bTI = b7 aT" = q(T)p(T),
1=0 7=0 7=0 1=0

em que estamos considerando 79 = I.

(ii)) Uma vez que W é T-invariante, verifica-se facilmente por inducao que,
para todo i € N, W é T'-invariante, isto é, T*(w) € W Vw € W. Em particular,
TY(w) = TYy (w) Vw € W. Assim,

n n

p(Tw)w = ZaiTév(w) = Z a; T (w) = p(T)w,

i=0 =0

donde se infere que p(Tw) = p(T)|w [
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Teorema da Decomposicao Primaria. Sejam V' um espaco vetorial de dimen-
sao finita, e T € L (V) um operador linear em V. Suponha que o polinémio
minimo de T' seja dado por

m(t) = (pu(t)™ - (pe(8)™,

em que py, ..., Ppr Sao polinomios monicos irredutiveis e distintos entre si. Nes-
sas condigoes, V admite a sequinte decomposi¢ao:

V=W& - oW,

em que W; denota o nicleo de p;(T)%. Além disso, para todoi =1,... k, sao
vdlidas as sequintes afirmacoes:

i) W,; é T-invariante.
ii) O polinomio minimo de Ty, € p;" .
Demonstrag¢ao. Observemos, inicialmente, que:
W, :==nucp;(T)* #{0} Vi=1,... k.

Supondo, por absurdo, que W; = {0} para algum ¢ € {1,...,n}, temos
que p;(T)% : V. — V é um isomorfismo. Pelo Lema 6.1-(i), os operadores
p;(T)% comutam. Por essa razao, no argumento que se segue, nao perde-
remos generalidade se supusermos que i = k. Agora, existe w € V, tal que
pi(T)* ... pr—1(T)*1(w) # 0. Caso contrario, pi*...p," " seria o polinomio
minimo de 7. Porém, sendo pg(7T)* um isomorfismo, existe v € V, tal que
pie(T)™(v) = w. Logo,

m(T)(v) = (po(T))* ... (ps(T))™ (v) # O,

o que, obviamente, é uma contradigdo. Assim, W; # {0}Vi=1,... k.
Suponhamos, agora, que exista um vetor nao nulo w € W;NW; , i # j. Nesse
: S5 .. ,
caso, p;' e p;/ anulam T"em w e, portanto, m,, divide ambos, o que é absurdo,



176 Decomposi¢io de Operadores Cap. 6

visto que p;* e p;’ sdo primos entre si. Logo, W;NW; = {0} Vi # j € {1,... k}.
Além disso, temos

V =nucm(T) = nuc ((p1(T))* ... (px(T))%).
Dessa forma (vide Exercicio 17 — Cap. 3),
dimV = dim (nucm(7T)) < dim W + -+ + dim Wy, = dim (W7 & - - - & W),

donde se infere que V=W, & ---® W,
Vejamos agora que, pela comutatividade de T com p;(T')%, cada subespago
W; é T-invariante. De fato, dado v € W, tem-se

pi(T)*(T(v)) = T(p:i(T)* (v)) = T(0) = 0,

donde T'(v) € W;. Em particular, T' =Ty, @ --- ® Ty, .

Por fim, provemos que o polinomio minimo de Tyy,, o qual denotaremos por
m;, é p;*. Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = 1. Considerando-
se o Lema 6.1-(ii), e o fato de W ser o nicleo de pi*(7T), tem-se

pil (TW1) = pil (T)|W1 =0,

isto ¢, pi* é um anulador de Ty, . Logo, pela Proposigao 6.7, m; divide p*.
Definamos, entdo, o polindmio p = mp5*...p;* e vejamos que o mesmo
anula T'. De fato, tomando-se v = wy +---+w, € V, w; € W;, e lembrando-se
5
que p;’ (T)(w;) = 0, tem-se

p(T)(w) = my(T)ps(T) . ..o (1) (wy + -+ + wy)
= my(T)p2(T)...pp"(T)(wy + -+ + w—1) +
ma(T)py* (T) . .. pp (T) (wy)
= my(T)p3(T) ...pp"(T)(wy + -+ + wi_1).

Repetindo-se esse procedimento k — 1 vezes, chega-se facilmente a:

PT)(0) = m(T)3(T) ... pp(T)(wr) = p3(T) ... i (T (T) ()
— PR(T) ... g (T)ma(Ty) (1) = .
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Dessa forma, p;’ é o polindmio minimo de Ty, pois, se nao o fosse, o
polinébmio p seria um anulador de 7" com grau menor que o do polindmio
minimo m. Isso conclui a nossa demonstracao. [ |

Com a notagao do Teorema da Decomposicao Primaria, observemos que, se
pi(t) =t —\;, entdo \; é um autovalor de 7. Com efeito, sendo p;* o polinémio
minimo de Ty, , temos, em particular, que

em que [; denota a aplicacao identidade de W;. Logo, det(Tw, — A\il;) = 0 e,
portanto, existe w; € W; — {0}, tal que

donde w; é um autovetor de T' com autovalor A;. Dessa forma, toda raiz do
polindmio minimo de 7" é um de seus autovalores.
Reciprocamente, todo autovalor de 7" é uma raiz do polindbmio minimo m,
de T, uma vez que m é, em particular, um anulador de 7' (vide Exercicio 9).
O argumento acima aplicado ao caso em que p;(t) = t? + bt + ¢, nos garante
a existéncia de w; € W; — {0}, tal que

(T? + T + cI)(w;) = 0,

isto é, T?(w;) = —bT(w;)—cw; . Essa tltima igualdade nos diz que ger {w; , Tw;}
é invariante por T. Além disso, esse subespaco tem dimensao 2, isto é, w; e
T'(w;) sao vetores LI. Caso contrario, existiria \; € R, tal que T'(w;) = \jw; , o
que nos daria, entao,

0= (T2 + 0T + cl)(w;) = (N2 4 bA; + c)w;

donde \; seria uma raiz de p; , contradizendo o fato desse polinomio ser primo.
Segue-se, dessas consideragoes, o resultado seguinte:

Proposicao 6.9. As sequintes afirmacoes a respeito de um operador linear T €
Z (V) sao verdadeiras:
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o As raizes do polinomio minimo de T sdo os autovalores de T.
e V possui pelo menos um subespaco T-invariante de dimensdo 1 ou 2.

Exemplo 6.7. Seja T' € Z(R3) o operador de R?, o qual cumpre

2 2 -1
m=l1 o0 1
2 -2 3

No Exemplo 6.1, constatamos que 1" nao é diagonalizavel, e que seu polinomio
caracteristico é ¢(t) = (t—2)%(t—1). Além disso, podemos verificar diretamente
que ¢(T)=0,T -2 #0e T — I # 0, de modo que ¢ é o polinémio minimo
de T. (Vide, também, Corolério 6.2.)

Efetuemos a decomposicao primaria de 7. Para tanto, devemos determinar
o nicleo dos operadores (T — 2I)? e T' — I. Tomando-se a matriz de T — 21 e
resolvendo-se, para v = (x,y, z) € R? a equagao [T — 2I]*[v] = 0, obtém-se

W, = nuc (T — 21)* = ger {(1,0,0),(0,1,2)}.

Ja o ntucleo de T'— I é o autoespaco associado ao autovalor 1, o qual
verificamos ser o espago gerado por (1, —2,—3). Logo,

Wy =nuc (T —I) =ger{(1,—-2,-3)}.

Segue-se do Teorema da Decomposi¢ao Primaria que T = Ty, & Tw, .
Observando-se que:

e Ty, (1,0,0) = T(1,0,0) = (2,1,2) = 2(1,0,0) + (0,1,2);
o Ty, (0,1,2) =T(0,1,2) = (0,2,4) = 0(1,0,0) + 2(0, 1,2):

tem-se que a matriz de Ty, com respeito a base B; = {(1,0,0),(0,1,2)}, do
subespaco invariante W7 , é dada por:

[Twils, = [? g}



§6.4 O Teorema da Decomposi¢cdo Primdria 179

Logo, a matriz de 7" com respeito a base B = {(1,0,0), (0, 1,2), (1, -2, —-3)},
de R3, ¢é:

200
T
[T]B — [ W1]B1 [T ] _ 12 0 :
Walb: 00 1
em que By = {(1,-2,-3)} C W,.
Exemplo 6.8. Consideremos a matriz
1 -1 1 0
e 0o 1 -1 -1 7
0 0 -1 -3
0O 0 1 —1

e efetuemos a decomposicio priméria do operador T' € £ (R*), tal que [T] = A.
Temos que o polinémio caracteristico de A é

t—1 1 =1 0
0 t—1 1 1

oft) =det(tl —A) =] 0 i1 3 |7 (t— 1)t + 2t +4).
0 0 -1 t+1

Efetuando-se os calculos, obtém-se ¢(A) = 0 (como esperado),

00 -1 -2 7T —4 3 =2

1 — 1

(A-1p=|0 0 1 o e Azavar= |0 [T
00 —4 1 0O 0 0 O

Logo, o polinomio minimo de A (e de T') é m = c. (Note que p(t) = t* + 2t + 4
¢ um polinémio irredutivel.)

Escalonando-se as matrizes (A—1)%* e A24+2A+41, obtidas acima, conclui-se
facilmente que

o Wi =mnuc(T —1I)* = ger{(1,0,0,0),(0,1,0,0)};
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o Wy =nuc (T2 + 2T + 4I) = ger{(~10/7,1,0, —7), (3/7,0,1,3)}.
Além disso, fazendo-se By = {(1,0,0,0),(0,1,0,0)}, tem-se

e 7(1,0,0,0) = (1,0,0,0) = 1(1,0,0,0) + 0(0, 1, 0,0);

e 7(0,1,0,0) = (—1,1,0,0) = —1(1,0,0,0) + 1(0,1,0,0).

Logo, a matriz de Ty, com respeito a base B; é:

[Twi s, = [(1) _ﬂ :

Analogamente, fazendo-se By = {(—10/7,1,0,—7),(3/7,0,1,3)}, obtém-se

Tl = {281 —_140} '

Assim, T' = Tw, & Tw,, e a matriz de T com respeito a base B = By U B, é:

1 -1

} o o
[TW2]B2 g —4
21 —10

[T] 5= [TWI ] B1

Uma das consequéncias mais importantes do Teorema da Decomposi¢ao
Priméria é a caracterizacao dos operadores T' € Z(V') cujos polinomios mini-
mos sao da forma

m(t) = (t — )% (t — A2)® ... (= A\p)®F,

em que \; # A; quando ¢ # j. Um tal operador se decompoe de forma unica
como uma soma T'= N + D, em que N € Z(V) satisfaz N = 0 para algum
inteiro r > 0, D € Z(V) é diagonalizdvel, e N e D comutam. Conforme
constataremos no Apéndice A, essa caracterizagao de T, juntamente com o
Teorema da Decomposicao Racional, assegura a existéncia de uma base B, de
V, tal que a matriz [T]g assume uma forma especial, dita de Jordan.

A fim de provarmos e explorarmos a existéncia e unicidade da decomposi-
¢ao T'= N + D, consideraremos inicialmente os operadores ditos nilpotentes,
conforme a defini¢ao e a proposicao seguintes.
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Definigao 6.4 (OPERADOR/MATRIZ NILPOTENTE). Diz-se que um operador linear
N € Z(V) é nilpotente, quando N = 0 para algum inteiro r > 0. Analoga-
mente, uma matriz A € M(n) é dita nilpotente, quando A" = 0 para algum
inteiro r > 0.

Proposicao 6.10 (PROPRIEDADES DOS OPERADORES NILPOTENTES). Sao vdlidas as
sequintes afirmacoes:

i) N € Z(V) serd nilpotente se, e somente se, [N|g for nilpotente para
toda base B C V.

ii) A dnica matriz de M(n) que € nilpotente e diagonal € a matriz nula.

iii) A soma de duas matrizes nilpotentes que comutam € uma matriz nilpo-
tente.

Demonstragao. As propriedades (i) e (ii) sdo imediatas. A fim de provarmos
(iii), tomemos matrizes nilpotentes A, B € M(n), tais que AB = BA. Nesse
caso, tem-se que que a férmula binomial:

(a+b)* = 2: (f)akb (f) = ﬁ

valida para quaisquer reais a e b e qualquer inteiro k£ > 0, se aplica as matrizes
A e B (vide Exercicio 3 — Cap. 1, onde discutimos o caso k = 2), isto é,

(A+ B)F = i (T) A'BF

Agora, uma vez que A e B sao nilpotentes, existem inteiros positivos, r
e 19, tais que A = B™ = 0. Sendo assim, fazendo-se r = max{ry,r} e
tomando-se k£ > 2r, tem-se

max{i, k —i} >rVie{0,...,k},

o que implica (A + B)* = 0. Logo, A + B é nilpotente. |
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Teorema 6.1 (DECOMPOSICAO T =N+ D). Seja T € L (V) um operador linear
cujo polinomio minimo se expressa como

mit) = (£ = M) (E = D)oo (= M)™ (N # Ny Vi # ).
Nessas condicoes, T se decompoe de forma tunica como uma soma
T=N+D,
em que N € Z(V) € nilpotente, D € (V') é diagonalizdvel, e ND = DN.

Demonstrag¢ao. Facamos p;(t) = t — \;. Pelo Teorema da Decomposicao Pri-
méria, temos que V.= W1 @ --- @ Wy e T = Ty, © --- ® Ty, em que
W; = nuc (p;(T)). Definamos, entao, N, D € Z(V') como

D=Mlw, & & MIw, ¢ N=T-D=pi(Tw,)d - & pe(Tw,),

em que [y, denota a aplicacao identidade de W;. Claramente, D é diagonali-
zével. Além disso, para todo i € {1,...,k}, \ilw, e pi(Tw,) comutam. Logo,
vale o mesmo para D e N.

Temos também que p;* é o polinémio minimo de Tyy,, donde (p;(Tw,))* = 0.
Logo, tomando-se um inteiro r > max{sy, ..., sx}, tem-se

N = (pl(TW1))T S---D (pk(TWk»T = 07

donde N ¢ nilpotente. Isso mostra a existéncia da decomposicao T'= N + D.
Acrescentamos ainda que

TN =N?+DN=N?>+ND=NT e TD=ND+D?=DN+D?=DT,

de modo que T comuta com ambos, D e N.

A fim de mostrarmos a unicidade da decomposicao 7' = N+ D, suponhamos
que existam um operador nilpotente N’ € Z(V'), bem como um operador
diagonalizavel D’ € Z(V'), os quais satisfagam

T=N+D e ND =DN.
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Analogamente a N e D, N' e D’ comutam com T'. Logo, os subespacos W;
sao invariantes por N’ e por D’ (vide Exercicio 19). Além disso, escrevendo-
se Dy, e Njy. para as restricoes de D’ e N' a W;, respectivamente, tem-se
que ambos, Dy, e Ny, , comutam com A;lw,. Logo, N" e D' comutam com
D =T — N. Consequentemente, ambos comutam com N (pois ambos comutam
com 7).

Das igualdades D+ N =T = D'+ N’, segue-se que N —N' = D'— D. Uma
vez que D e D’ comutam, pela Proposicao 6.6, existe uma base B, de V, a qual
diagonaliza D e D’ simultaneamente. Ademais, pela comutatividade de N e
—N’, temos que as matrizes (nilpotentes) [Nz e —[N']g comutam. Dai, e da
Proposigao 6.10, segue-se que [N — N'|z = [N]|g — [N']p ¢é nilpotente. Assim,
[D'— D|g = [N — N'|g é uma matriz diagonal e nilpotente, donde se infere que
[D'—D|g=0,istoé, N— N' =D"— D =0. [ |

Como primeira consequéncia do Teorema 6.1, temos este elegante resultado
sobre diagonalizacao de operadores:

Corolério 6.2 (CARACTERIZAGAO DE OPERADORES DIAGONALIZAVEIS). Um operador
linear T € L (V) serd diagonalizdvel se, e somente se, existirem A, ..., \x €
R, dois a dois distintos, tais que:

m(t) = (t—A)...(t— M), (6.12)
em que m € o polinomio minimo de T.

Demonstracao. Suponha que o polindomio minimo de 7' se expresse como em
(6.12). Nesse caso, com a notacdo do Teorema 6.1, temos que o operador
nilpotente N da decomposicao T'= N + D ¢é

N =pi(Tw,) ® - - & pr(Tw,) = m(T) = 0,

donde T' coincide com o operador diagonalizavel D.

Suponhamos, agora, que T seja diagonalizavel. Nesse caso, temos que
T = D, ja que a decomposicao 7' = N + D é tnica. Em particular, N = 0,
o que nos déa p;(Tw,) = 0Vi = 1,...,k. Logo, pi(t) = t — \; é o polinomio
minimo de Tyy,. Dai, e do Teorema da Decomposigao Primaria, infere-se que o
polinéomio minimo de 7" é aquele dado em (6.12). n
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Vejamos como se dé a decomposi¢ao 7' = N + D em termos de matrizes.
Com a notacao do Teorema 6.1, para cada ¢ = 1,...,k, fixemos uma base
B; € W;, e tomemos a base B = B;U---UDBy, de V. Nessas condicoes, a matriz
de D com respeito a base B é diagonal, e suas entradas sao os autovalores de
T, repetidos de acordo com a dimensao do subespaco invariante W; associado.
Mais especificamente, tem-se

P‘lIWl]Bl
[)‘QIWz]Bz
[D]B = )

[/\kIWk]Bk

sendo

Ai
A matriz de N com respeito a base B é simplesmente a diferenca
[N|s = [T]s — [D]s,

em que
[TW1 ] By

[T]B _ [TW2]B2

[TWk ] By,

Exemplo 6.9. Reconsideremos a matriz

-1 0 O
A -1 11 -1
-1 0 0 0
-1 01 0

No Exemplo 6.6, verificamos que A nao é diagonalizavel, e que seu polinomio
caracteristico é c(t) = (t + 1)(t — 1)t%. Dai, e do Corolério 6.2, tem-se que
¢ =m é o polindmio minimo de A (e do operador T' =Ty € Z(R?)).
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Adotando-se a notagao do Teorema 6.1, e procedendo-se como nos exemplos
precedentes, obtém-se os subespagos invariantes:

o Wi =nuc(T+1)=ger{(1,0,1,0)};
e Wy =nuc(T —1I)=ger{(0,1,0,0)};
o W3 =nucT? = ger{(0,1,0,1),(0,0,1,0)},

os quais estao associados aos autovalores \; = —1, Ay = 1 e A\3 = 0, respecti-
vamente. Dai, fazendo-se

B, ={(1,0,1,0)}, By ={(0,1,0,0)} e By ={(0,1,0,1),(0,0,1,0)},

tem-se que a matriz do operador diagonal da decomposicao T'= N + D com
respeito a base B = By U By U B3 é:

Calculando-se as imagens dos vetores da base B, conclui-se facilmente que
-1

[T =
Logo,
01
0 0

Observe que [N]% = 0, o que confirma a nilpoténcia do operador N.
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Exercicios

Decomposi¢io de Operadores

Cap. 6

Secgoes 6.1 e 6.2

. Em cada item abaixo, é dada a matriz do operador T' € Z(R") com

respeito a base canonica de R", em que n é a ordem da matriz dada.
Determine, em cada caso, o polindmio caracteristico, os autovalores e os
autoespacos de T, e verifique se T é, ou nao, diagonalizavel.

a)14 (11 -1
2 3 ¢) |01
10

W

b) | —

|

N DN

O = O

—_ O =
|
—_

O R Rk O

o R O O
o O O

Sejam V' um espaco vetorial bidimensional e T' € Z (V). Mostre que o
polindémio caracteristico de T' é

c(t) =t* — (traco T)t + det T.

Seja T € .Z(R?) um operador cuja matriz [T] é simétrica. Mostre que T
¢ diagonalizavel.

Suponha que o operador linear T : V' — V seja invertivel e que tenha
um autovalor X\. Mostre que A # 0 e que 1/\ é um autovalor de 7.

Seja T € £ (V') um operador linear, tal que todos os vetores nao nulos
de V sao autovetores de T. Mostre que T' = A para algum A\ € R.

Dados T',T" € Z(V), prove que TT' e T'T tém os mesmos autovalores.

Seja T € Z(V) um operador linear de posto 1. Mostre que uma e
somente uma das possibilidades ocorre:



§6.4

10.

11.

12.

13.

14.
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e T ¢ diagonalizavel;
o 1% =0.
Considere o Exercicio 25 do Capitulo 3, e mostre que uma matriz A €

M(n) é diagonalizavel se, e somente se, é semelhante a uma matriz
diagonal de M(n).

Secao 6.3

Dados T € Z(V) e p € P[t,R], prove que, se A é autovalor de T, entao
p(A) é autovalor de p(T"). Conclua que, se p for um anulador de 7', entao
todo autovalor de T' serda uma raiz de p.

(Teorema de Cayley-Hamilton em dimensao 2). Sejam V e T como no
Exercicio 2. Mostre que o polinémio caracteristico de T" é um anulador

de T.

Sejam T, T" € £ (V') operadores lineares. Suponha que T seja invertivel,
e prove que TT" e T'T tém o mesmo polinémio caracteristico.

Sejam A, B € M(n) matrizes semelhantes, de modo que existe uma
matriz invertivel M € M(n), a qual cumpre AM = M B. Mostre que:

a) Os polinoémios caracteristicos de A e B sao iguais.
b) p(B) = M~ 'p(A)M Vp € P[t,R].

c¢) Os polinomios minimos de A e B sao iguais.

Mostre que, para toda matriz A € M(n), sdo validas as seguintes afir-
magoes:

a) Os polinoémios caracteristicos de A e A* s@o iguais.

b) p(A*) = (p(A))*.

¢) Os polindémios minimos de A e A* sdo iguais.

Dados p € P[t,R] e A € R, mostre que p(Al) = p(A\)I, em que I é o
operador identidade de V.
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15.

16.

17.

18.

19.

Decomposi¢io de Operadores Cap. 6

Seja T' € Z(V) um operador linear que admite uma decomposigao:

Dado p € P[t,R], considere a representagao matricial (6.4), bem como
as regras operacionais de matrizes diagonais por blocos, e mostre que

p(T) = p(Tw,) ® - & p(Tw,)-

Dados os espagos vetoriais V' e W, defina a projecao Py, de V& W sobre
V, como um operador:

Py,: VoW — VW
v+w V.

Prove que Py ¢é diagonalizavel. Em seguida, determine seu polinoémio
caracteristico, seus autovalores e seu polinomio minimo.

Mostre que um operador linear 7' € Z (V') serd invertivel se, e somente
se, o termo constante de seu polinomio minimo for nao nulo.

Secao 6.4

Efetue a decomposigao primdria do operador T' € £ (R*), tal que

1] =

— o O O
o O O
o O = O
O = O O

e determine a matriz diagonal por blocos [T]z correspondente a essa
decomposigao.

Sejam T = Ty, @ --- @& Ty, a decomposicao priméria de um operador
T e (V) eT € Z(V)um operador que comuta com 7. Mostre que
cada subespaco W; é invariante por 1".
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Suponha que o polinémio minimo de um operador 7' € Z (V') seja
m(t) =t —M)...(t =), MiF# N Vi#je{i,.. k}
Mostre que, nessas condicoes, m divide o polinomio caracteristico de 7.

Sejam T' € Z(V) um operador diagonalizavel e W C V um subespaco
T-invariante. Considere o Coroldrio 6.2 e mostre que Ty € Z(W) é
diagonalizavel.

Sejam T € Z(V) um operador linear e W C V um subespaco T-
invariante. Aplique o Teorema da Decomposi¢ao Primaria a Ty e conclua
que vale a seguinte igualdade:

W=Wnw)e- & (WnW,

em que Wy, ..., Wy sao os subespacos invariantes da decomposigao pri-
maria de 7.
Seja A € M(n) a matriz cujos vetores coluna, vq,...,v, € R" sdo
definidos como v; =0 e v; =e;_1Vj =2,...,n, isto ¢,

010 0 - 0

001 0 ---0

A— |

000 0 1

000 O 1

000 0 0 O

Mostre que A é nilpotente. Mais precisamente, mostre que A" = 0 e

A1 £ 0.

Mostre que os autovalores de um operador nilpotente N € Z (V) sao
todos nulos.
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25. Seja T' € Z(R*) o operador linear, o qual cumpre

1000
2000

[T] =
3000
0230

Efetue a decomposicao T' = N + D através das matrizes [T, [N]s e
[D]g, em que B = By U---U By, sendo B; C W; uma base qualquer do
subespago T-invariante W; advindo da decomposicao priméaria de 7'
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Operadores em Espacos com
Produto Interno

Dando prosseguimento ao estudo dos operadores lineares em espacos de
dimensao finita, iniciado no capitulo anterior, neste, os consideraremos no
contexto dos espacos munidos de produto interno.

O fato de que produtos internos definem geometrias em espagos vetoriais,
nos leva naturalmente ao estudo dos operadores lineares que preservem as
propriedades geométricas dos espagos onde estao definidos, isto é, que sejam
isometrias. Tais operadores, os quais constataremos existirem em abundancia,
sao chamados de ortogonais.

Neste cenario, surgem também os operadores ditos autoadjuntos, os quais
tém a propriedade que mais se deseja de um operador linear num espago com
produto interno — traduzida no célebre Teorema Espectral — que é a de ser
diagonalizavel por uma base ortonormal.

Faremos, neste capitulo, uma breve consideracao dos operadores ortogo-
nais, bem como dos operadores autoadjuntos, estabelecendo as suas proprie-
dades mais fundamentais. Em seguida, através dos operadores autoadjuntos,
estudaremos uma classe de funcoes definidas em espagcos vetoriais, conhecidas
como formas quadraticas, as quais incidem em muitas teorias, e relacionam-se
com objetos matematicos de diversas naturezas, tais como curvas, superficies
e equagoes diferenciais.

191
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7.1 A Adjunta de uma Transformacao Linear

Os operadores que consideraremos neste capitulo definem-se a partir de suas
relacoes com um outro operador, a cada um deles associado, dito o adjunto,
o qual introduziremos nesta se¢ao. Na verdade, essa associacao pode ser feita
com qualquer transformacao linear, conforme o teorema seguinte.

Advertimos que, neste capitulo, como no anterior, todos os espagos vetoriais
mencionados sao, implicitamente, de dimensao finita. Lembramos ainda que
(V,(,)) denota o espago vetorial V' munido de um produto interno (, ).

Teorema 7.1 (EXISTENCIA E UNICIDADE DA ADJUNTA). Sejam (V,(,)) e (W, (,))
espacos vetoriais de dimensao finita munidos de produto interno. Dada uma
transformagao linear T € ZL(V,W), existe uma unica transformacgao linear
T € L(W,V), a qual cumpre a sequinte igualdade:

(T(v),w) = (v, T"(w)) Yo eV, w e W. (7.1)

Demonstragao. Sejam B = {vy,...,v,} CVeB ={wy,...,w,} CW bases
ortonormais de V' e W, respectivamente. Defina T : W — V como a tunica
transformagao linear de .2 (W, V') para a qual se tem (vide Proposicao 3.1)

n

T*(w;) = > (T(v), wi)ve, i €{1,...,m}.

k=1
Nesse caso, para cada i € {1,...,m} e j€{l,...,n}, tem-se

n

(v, T"(wy)) = <%‘>Z<T(Uk)awi>“k> = (T'(v;), wi),
k=1
de modo que (7.1) é satisfeita para os vetores das bases B e B'. Dai, da linea-
ridade de T e T™, e da bilinearidade do produto interno, segue-se que (7.1) é
satisfeita para quaisquer v € Ve w € W.

Suponhamos agora que T' € £ (W, V) satisfaca:

(T(v),w) = (v,T(w)) Yo eV, weW.
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Entao, para todo i € {1,...,m}, tem-se

T(w;) =Y (T(wi),vi)ve = > _(wi, T(vp))vp = T*(wy),
k=1 k=1
donde de conclui que T=T¢ e, portanto, que 7™ é tnica. |

A transformacao linear T* € Z(V, W) no teorema acima ¢ dita a adjunta
de T € Z(V,W). Considerando-se as bases ortonormais B C Ve B C W
como na demonstracao, tem-se

[T)5 = ([T15)". (7.2)

Dito de forma simples, com respeito a bases ortonormais de Ve W, a
matriz de T € a transposta da matriz de T. De fato, pondo-se

715 = (@igmxa € [T"15 = (a}))nxm,

tem-se

Logo, fixando-se 7 e j, e tomando-se o produto interno em ambos os membros
das equacoes acima por w; e v;, respectivamente, obtém-se

aij = (T'(vg), wi) = (v;, T"(wy)) = aj

Jio

o que implica (7.2).

Segue-se diretamente das propriedades da transposicao de matrizes, bem
como da igualdade (7.2), que a adjuncéo de transformagoes lineares tem as
seguintes propriedades:

D) (T =T VT € L(V,W);
i) (AT + 2) = \T* + Z* VT, Z € L(V,W), A€ R;

iii) (ZT)* =T*Z*NT € Z(V,W), Z € Z(W,U).
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Note que, pela propriedade (ii), a aplicagao
TeZLV,W)—T e LWV)

¢ linear.
Segue-se também das propriedades da adjuncao que, dado um polinémio

p(t) = ap + art + - - - + ayt* € P[t, R,
tem-se, para todo T' € Z(V,(, )), que

p(T*) = aoj + (llT* + -+ ak(Tk)*
= (a] +aiT+ -+ aT")" = (p(T))" (7.3)

Em particular, o polinomio minimo de 71" anula T™ e vice-versa, donde se
obtém o seguinte resultado.

Proposigao 7.1. O polinomio minimo de todo operador T' € L (V,(,)) € igual
ao polinomio minimo de seu adjunto T* € L(V,(,)).

Exemplo 7.1. Seja T : R? — R3 a transformacao linear
T(%l, LCQ) = (LEl — 2372 s 3371 + o ,I‘1>.

Uma vez que

temos que
1 3 1
T =[T]" = .
== )]
Logo, T* : R® — R? ¢ dada por
T*<CL’1, T ,ZL’3) = (.171 + 35[’2 —f- I3, —25(]1 —|— ZL‘Q).

Encerremos esta secao estabelecendo uma propriedade classica do operador
adjunto.
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Proposicao 7.2. Sejam T € (V,(, )) um operador linear e W C V um subes-
paco T-invariante. Entio W+ C V' é T*-invariante.

Demonstragdo. Dado wt € W+, temos, para todo w € W, que (T'(w), w) = 0,
pois W é T-invariante. Logo,

0 = (T(w),w") = (w, T*wb),

donde se infere que T*(wt) € W+ e, portanto, que W+ é T*-invariante. ~ W

7.2 Operadores Ortogonais

Nesta secao, introduziremos os operadores ortogonais, os quais, conforme
aludimos a introducao, sao as isometrias lineares de um espaco vetorial munido
de produto interno.

Definigao 7.1 (OPERADOR ORTOGONAL). Diz-se que um operador linear T' €
Z(V,(,)) é ortogonal, quando satisfaz TT* = I.

Assim, um operador linear ortogonal é invertivel, tendo seu adjunto como
operador inverso (vide Exercicio 24 — Cap. 3).

Vejamos que um operador ortogonal pode ser caracterizado de diversas
maneiras, conforme a proposicao seguinte.

Proposigao 7.3 (CARACTERIZACAO DE OPERADORES ORTOGONAIS). As sequintes afir-
magoes a respeito de um operador linear T € L (V,(,)) sao equivalentes:

i) T € ortogonal.
ii) T preserva produto interno, isto €, (T'(v),T(w)) = (v, w) Vv, w, € V.
iii) T preserva norma, isto €, ||T(v)|| = ||v]| Vv € V.

iv) T preserva distincia, isto €, dist (T'(v), T (w)) = dist (v, w) Yv,w € V.
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Demonstrag¢ao. Dado T € Z(V,(,)), tem-se, para quaiquer v, w € V, que
(T'(v),T(w)) = (v, T"T(w)),

donde se infere que T' preserva produto interno se, e somente se, T*T = I.
Logo (i) e (ii) s@o equivalentes.

Segue-se diretamente da identidade de polarizagao (vide Exercicio 5 — Cap.
??7) que T preserva norma se, e somente se, preserva produto interno, donde se
infere que (ii) e (iii) sdo equivalentes.

Suponhamos que (iii) se cumpra. Entao,

dist (T'(v), T(w)) = [|T(v) = T(w)|| = [T(v — w)|| = [lv — w]| = dist (v, w),

donde T preserva distancia. Reciprocamente, se T' preserva distancia, para
todo v € V, tem-se

[T (v)[| = dist (T'(v), T'(0)) = dist (v, 0) = [|v]],

isto é, T preserva norma. Isso prova que (iii) e (iv) sdo equivalentes e conclui,
dessa forma, a demonstragao. |

Uma aplicagao (V, (,)) — (V,(, )) que preserva distancia é dita uma iso-
metria de (V,(,)). Segue-se, portanto, da Proposigdo 7.3, que os operadores
ortogonais T € L(V,(,)) sao as unicas isometrias lineares de (V, (, )).

Defini¢ao 7.2 (MATRIZ ORTOGONAL). Diz-se que uma matriz A € M(n) é orto-
gonal, quando seus vetores coluna formam uma base ortonormal de R™.

Segue-se da Proposi¢ao 7.3 que todo operador ortogonal 7' € Z(V,(, ))
leva bases ortonormais em bases ortonormais. Assim, os vetores coluna da
matriz de um tal operador com respeito a uma base ortonormal B, de V,
formam uma base ortonormal de V. Logo, a matriz [Tz é ortogonal.

Reciprocamente, dado um operador 7' € Z(V, (, )), supohamos que

B:{Ul,...,vn}C(V7<>>>

seja uma base ortonormal, e que [Tz seja uma matriz ortogonal. Uma vez que
os vetores coluna de [Tz sdo T'(vy),...,T(v,) (expressos em coordenadas com
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respeito a base B), tem-se que B’ = {T'(vy),...,T(v,)} é também uma base
ortonormal de (V, (, )). Assim, dado v = (z1,...,z,)g € V, tem-se

IT()1* = lo1T (1) + -+ 2T () | = 2T + -+ 2y, = o],

isto é, T preserva norma. Logo, pela Proposicao 7.3, T' é ortogonal.
Em suma, vale o resultado seguinte:

Proposigao 7.4. Sejam T € L (V,(,)) um operador num espago vetorial com
produto interno, e B uma base ortonormal de V. Entao, T serd ortogonal se,
e somente se, [T|p for ortogonal.

Coroldrio 7.1. Uma matriz A € M(n) serd ortogonal se, e somente se, satis-

fizer as igualdades:
AA* = A"A = 1.

Demonstragao. Seja T € Z(R"), tal que [T] = A. Pela Proposigdo 7.4, a
ortogonalidade de T' equivale a ortogonalidade de A. Porém, por definicao, a
ortogonalidade de T' é equivalente a igualdade TT* = T*T = I. Dai, e da
Proposicao 3.8, segue-se o resultado. ]

Exemplo 7.2 (OPERADORES ORTOGONAIS EM ESPAGOS BIDIMENSIONAIS). Considere
um espago vetorial bidimensional (V, (, )) e um operador ortogonal 7" definido
em V. Dada uma base ortonormal B C V, suponha que

[T}BZ[Z 2}

Uma vez que os vetores coluna dessa matriz sdo ortonormais, existe 6 € [0, 27),
tal que (a,c)p = (cosf,sinf)p e (b,d)g = (—sinb, cosf)z, isto é,

cosf —sinf o )5 = cos sin @
sinf  cos@ A | sinf —cosf |’

[T)s = [

Observe que, no primeiro caso, o polinémio caracteristico de 17" ¢é ¢(t) =
t2 + 1, o qual ndo possui raizes reais. Em particular, 7" nao é diagonalizdvel.
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J4 no segundo caso, o polinémio caracteristico é c(t) = t> — 1, cujas raizes sao
1 e —1, donde T ¢é diagonalizavel.

Acrescentamos ainda que, quando V' = R?, no primeiro caso, T'(v) corres-
ponde a uma rotacao do vetor v de um angulo 6 no sentido anti-horéario. De
fato, supondo-se, sem perda de generalidade, que B é a base canonica de R2,
para todo vetor nao nulo v = (z,y) € R?, tem-se

(T(v),v) = {(xcosf — ysen B, rsend + ycosb), (z,y)) = (% + y*) cosh.

Desta forma, uma vez que z2 + y* = ||v||? e ||T(v)|| = |Jv||, fazendo-se
¢ =<(T(v),v), tem-se
T 2cosf
(1) Plfeost
1T ()] [|v]] ]

cos ¢ =

donde 0 = ¢, se 6 € (0,7), ou § = 27 — ¢, caso contrario (Fig. 7.1).

9:271'—(%
- \ p -
A

Figura 7.1: A rotagao de um angulo 6 > 0 em R2.

Veremos, agora, que um operador ortogonal pode ser decomposto numa
soma de operadores como os do Exemplo 7.2. Com esse fim, consideremos as
propriedades dos operadores ortogonais destacadas na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 7.5. As sequintes afirmacoes acerca de um operador ortogonal T €
Z(V,(,)) sao verdadeiras:
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i) Os unicos (possiveis) autovalores de T' sdo 1 e —1.
ii) Dois autovetores de T associados a autovalores distintos sao ortogonais.

iii) Se W C V for um subespaco T-invariante, entio W+ serd T-invariante.

Demonstra¢ao. Suponha que, para algum A € R, e algum vetor nao nulov € V,
valha a igualdade T'(v) = Av. Dai, uma vez que T preserva norma, obtém-se

[oll = 1T ()| = [Alllvll;

donde || =1 e, portanto, A = +1. Isso prova (i).
Suponha agora que v, w € V satisfagam T'(v) = v e T'(w) = —w. Entao,

(v, w) = (T'(v), T(w)) = —(v,w),

donde (v,w) = 0, o que prova (ii).

Para provarmos (iii), observemos inicialmente que, sendo W um subespaco
T-invariante, e T" um operador invertivel, temos que Ty : W — W € injetivo
e, portanto, bijetivo. Em particular, T*(W) = T-*(W) = W. Assim, para
quaisquer w € W e v € W+, tem-se

<T(U)7w> = <U7T*(w)> =0,
isto 6, T'(v) € W+. Logo, W+ é T-invariante. |

Teorema 7.2. Para todo operador ortogonal T € L (V,(,)), existe uma base
ortonormal de V, B, tal que [T|g é uma matriz diagonal em blocos da sequinte
forma:

Iy,
_[k2
[T]s = Ay, , (7.4)

Ay, |

em que Iy, denota a matriz identidade de ordem k;, e Ay, € dada por:

[ cosf; —senb, }

Ay =
sen 6; cos 0,

k3
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Demonstracdo. Sejam W, e W os autoespacos definidos pelos autovalores 1
e —1, respectivamente. Ponha W = W, @ W, e considere o complemento
ortogonal de W, W+. Uma vez que W é T-invariante, pela Proposicao 7.5-(ii),
W+ ¢é T-invariante.

Observemos que W+ nao contém subespacos T-invariantes de dimensao
1, pois, pela Proposigao 7.5-(i), todos os autovetores de T estdo em W. No
entanto, pela Proposicao 6.9, W+ contém um subespaco bidimensional, W5, o
qual é T-invariante. Uma vez que W; nao contém autovetores de 7T', temos,
pelas consideracoes do Exemplo 7.2, que a matriz de Ty, com respeito a uma
base ortonormal de W; é Ay, , para algum 6; € R.

Agora, basta notarmos que Wi é T-invariante, de modo que, procedendo
indutivamente, obtemos um nimero finito de subespagos bidimensionais 7T-
invariantes, Wy ,..., W, , os quais, juntamente com W, e W, satisfazem:

V=W, eaW,eW,&---aW,.

Observando-se que os subespacos dessas descomposigoes sao ortogonais en-
tre si, segue-se dessa ultima igualdade que, tomando-se bases ortonormais em
cada um dos subespacos W; e W; e unindo-as, obtém-se uma base B, de V, tal
que a matriz [Tz é como em (7.4), sendo k; e ko as dimensoes dos autoespagos
Wi e Ws, respectivamente. [ |

No teorema acima, deve-se observar que a decomposicao do operador or-
togonal T' é geral, isto é, para um determinado 7', pode ocorrer de alguns dos
subespacos W; ou W; nao fazerem parte da decomposicao de V.

7.3 Operadores Autoadjuntos

Nesta secao, faremos nossas consideracoes a respeito dos operadores auto-
adjuntos, os quais, conforme anunciamos, protagonizam um dos mais profundos
resultados da teoria de operadores lineares: o Teorema Espectral.

Definigao 7.3 (oPERADOR AUTOADJUNTO). Um operador T € Z(V, (, )) é dito
autoadjunto, quando T = T, isto é, quando satisfaz

(T'(v),w) = (v, T(w)) Yv,w e V. (7.5)
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Exemplo 7.3. Dado um subespaco nao trivial W C (V, (, )), podemos conside-
rar a projecao ortogonal de V' sobre W como um operador Py : V — V| cuja
imagem é W. Desse ponto de vista, segue-se da simetria da projecao ortogonal
que Py é autoadjunto (vide Cap. 5).

Exemplo 7.4. Segue-se da igualdade (7.3) que, se T' € Z(V, (, )) for um opera-
dor autoadjunto, entao, para qualquer polinomio p € P[t,R], p(T) serd autoad-
junto. Em particular poténcias de operadores autoadjuntos sao autoadjuntos.

Observagao 7.1. A fim de mostrar que um operador 7' € Z(V, (, )) é autoad-
junto, basta verificarmos a validez da igualdade (7.5) numa base de V. Com
efeito, suponha que B = {v,...,v,} seja uma base de V, tal que

(T(v;),v;) = (v, T(vy)) Vi, je{l,...,n}.

Entao, dados v = (z1,...,2,)8, W = (Y1, ...,Yn)5 € V, tem-se

<T(U)7w> = <inT(Ui)vzijj> = <invi’zij(vj)> = (v,T(w)>,

donde T' é autoadjunto.

Operadores autoadjuntos podem ser caracterizados através de suas matrizes
com respeito a bases ortonormais, conforme a proposigao seguinte.

Proposigao 7.6. Sejam T' € Z(V,(, )) um operador linear e B = {uq,...,u,}
uma base ortonormal de V. Entao, T serd autoadjunto se, e somente se, a
matriz [T)|p for simétrica.

Demonstragao. Pondo-se [T|p = (a;j)nxn, temos que

T('Uj) = Z Q5 Vj.
i=1

Dai, uma vez que B é ortonormal, obtém-se a;; = (T'(v;),v;). Dessa forma, a
igualdade (T'(v;),v;) = (v;, T'(v;)) ocorrerd se, e somente se, tivermos a;; = a;;,
donde T se infere que 7' sera autoadjunto se, e somente se, [T]z for simétrica
(vide Observagao 7.1). |
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Exemplo 7.5. O operador T' € .Z(R?), tal que

1 = e
T V2 1/2
e 1/2 0

é autoadjunto, pois sua matriz com respeito a base (ortonormal) canonica de
R3 é simétrica.

Verifiquemos algumas propriedades dos operadores autoadjuntos, as quais
aplicaremos na demonstracao do Teorema Espectral.

Proposicao 7.7. As sequintes afirmacoes a respeito de um operador autoadjunto
T e (V,(,)) sio verdadeiras:

i) Se T* = 0 para algum k € N, entdo T = 0.
ii) Se p(t) = t* + bt + ¢ for irredutivel, entdo p(T) serd invertivel.
iii) Autovetores de T' associados a autovalores distintos sao ortogonais.

Demonstracao. (i) O resultado é evidente para k = 1. Suponhamo-lo verda-
deiro para k € N e provemo-lo verdadeiro para k + 1, donde o resultado se
seguira do Principio da Inducao.

Suponhamos, entao, que valha TFt! = 0. Assim, para todo v € V, teremos

0= (T*(v), T" (v)) = (T*(v), T*(v)),
donde T*(v) = 0, isto é, T* = 0. Logo, pela hipétese de inducao, T = 0.
(ii) Suponhamos, por absurdo, que exista um vetor u € V, tal que

p(T)u=0, [lul =1

Nesse caso, uma vez que |(Tu,u)| < ||Tu|| (pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz) e (T?u,u) = ||Tu||* (por T ser autoadjunto), para b > 0, tem-se

0= (p(T)u,u) = | Tull® + b{Tu, u) + ¢ > | Tull* — b|Tu]| + c = p(—||Tu])).
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Analogamente, se b < 0, tem-se p(||Tul|) < 0. Porém, sendo p um polinomio
monico quadratico e irredutivel, devemos ter p(t) > 0Vt € R. Dessa contra-
digao, segue-se que nucp(7T) = {0}, donde se infere que p(7T") é um operador
injetivo e, portanto, invertivel.

(iii) Suponhamos que vy ,v9 € V sejam autovetores 7', cujos corresponden-
tes autovalores, A; e A9, sao distintos. Nessas condigoes, temos que:

0= (T(v1),v2) — (v1, T (v2)) = (M — A2){v1, v2),
donde se infere que (vy,v9) =0, j& que A\; # Ay . [ |

No que se segue, apresentaremos uma demonstracao inédita do Teorema
Espectral, a qual apoia-se no Teorema da Decomposicio Primaria?, visto no
capitulo anterior, bem como na caracterizacao dos operadores diagonalizaveis
por meio de seus polindomios minimos, estabelecida no Corolario 6.2.

Teorema Espectral. Todo operador autoadjunto T € £ (V) é diagonalizdvel.
Consequentemente, existe uma base ortonormal de V, a qual é formada por
autovetores de T.

Demonstracao. Consideremos a decomposicao do polinomio minimo de 7' :
— 51 Sk
m=pi'...pr,

em que pi,...,pr € P[t,R] sd@o primos, distintos, e de grau 1 ou 2. Pelo
Teorema da Decomposicao Primaria, para cada ¢ = 1,..., k, temos que

Wi = nuc (pi(T))*

é nao trivial e T-invariante. Além disso, p;’ é o polindmio minimo de Ty,
donde (p;(Tw,))* = 0. Porém, sendo T" um operador autoadjunto, e W; um
subespago T-invariante, temos que Ty, € £ (W;) é autoadjunto. Logo, p;(Tw;,)

®Vide: R. F. de Lima, O Teorema Espectral e suas Misteriosas Rela¢oes com o
Teorema da Decomposi¢ao Primdria. Revista Matematica Universitaria, 2022. DOLI:
10.21711/26755254 /rmu20227.
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¢ autoadjunto (vide (7.3)). Dessa forma, pela Proposicao 7.7-(i), p;(Tw,) = 0,

isto é, p; é o polinomio minimo de Tyy,. Temos, também, pela Proposicao 7.7-

(ii), que p; nao pode ser de grau 2, ja que o nucleo de p;(T") é nao trivial.
Segue-se das consideragOes acima que existem \; ... \; € R, tais que

mt) = (t =) ... (t— \p).

Logo, pelo Corolario 6.2, T' é diagonalizavel e os espagos T-invariantes W; sao,
na verdade, os autoespagos W), .

Agora, Pela Proposi¢ao 7.7-(iii), os autoespagos W), sdo ortogonais entre
si. Sendo assim, tomando-se em cada subespago W), uma base ortonormal
B;, tem-se que B = By U --- U By é uma base ortonormal de V' formada por
autovetores de 7' |

Exemplo 7.6. Consideremos o operador T' € .Z(R?), o qual cumpre
10 1

T]=10 1 1

11 -1

Uma vez que a base candnica de (R3, (,)) é ortonormal, e a matriz [T] é
simétrica, temos que o operador 7' é autoadjunto. Determinemos, pois, uma
base ortonormal de R? formada por autovetores de 7.

O polinémio caracteristico de T, ¢(t) = det(t] — T'), é dado por

c(t) = (t =1t - 3),

de modo que seus autovalores sdo Ay = 1, Ay = v/3 e A3 = —v/3. Os autoespacos
correspondentes sao:

o W), =ger{(1,-1,0)};
o Wy, =ger{(1++3,1++3,2)};

o Wy, =ger{(1—+3,1-+3,2)}.
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Como esperado, a base
B=1{(1,-1,0),(1++3,1++3,2),(1-3,1-3,2)}

é ortogonal. Normalizando-a, obtém-se a base ortonormal B’ = {uy,us, us},
em que

— 2 2 .
® U = <77_770> )

o Uy — 1+v3 1+v3 1 :
2v/3+v3  2¢/3+v3  \/3+v3 )

o Uy = 1-v/3 1-v3 1
2v/3-v3" 2¢/3-v3" \/3-V3
Na préxima secao, onde estudaremos as formas quadraticas, aplicaremos o

Teorema Espectral, bem como outras propriedades dos operadores autoadjun-
tos.

7.4 Formas Quadraticas

Existe uma classe de funcgoes polinomiais de duas variaveis reais, ditas
formas quadraticas, as quais surgem naturalmente em diversos contextos da
Geometria e da Anélise. Uma tal fungao define-se como

Q(z,y) = az® + 2bxy + cy?, (z,y) € R?,

em que a,b e ¢ sao constantes reais.
Temos, por exemplo, que uma conica de R? pode ser descrita como um
conjunto de pontos que satisfaz uma equacao do tipo

Qr,y) = 1.

A depender de a, b e ¢, a conica serd uma elipse, parabola ou hipérbole.

J& em andlise, as formas quadraticas desempenham um papel fundamental
no estudo de maximos e minimos de funcoes de duas varidveis, uma vez que a
derivada segunda de uma tal fungao (num ponto) é uma forma quadrética.
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Nos dois casos citados acima, a propriedade de () que determinara o tipo de
coOnica, ou o tipo de ponto critico, maximo ou minimo, esta ligada a sua “posi-
tividade”. Para que isso fique mais claro, consideremos o operador autoadjunto
T € £(R?) definido pela matriz

a b
T pr—
7] { b c 1 ’
e observemos que @) e T relacionam-se através da igualdade
Qx,y) = ((z,y), T'(2,y)). (7.6)

Tomemos, entdo, uma base ortonormal B = {e] , ¢5)} C R? que diagonaliza
T. Assim, dado v = (2/,9')5 € R?, tem-se

Q) = Qv )g = 2'T(e) +y'T(ey) = ' M€} + y'\aey,
em que A\; e Ay sao os autovalores de T'. Logo,
Q@' y )5 = M(2')* + o (y)*. (7.7)
Segue-se de (7.7) que a equagao Q(v) = 1 representard uma:
e clipse, se \; e Ay forem positivos;
e hipérbole, se A\ Ay < 0;
e parabola, se Ay >0e X =00ul; =0e Xy > 0.

Os casos remanescentes, por exemplo A\; e Ay negativos, sao ditos degene-
rados e nao resultam em conicas.

Segue-se também da igualdade (7.7) que @ serd uma fungao positiva, se
A1 e Ay forem ambos positivos. Nesse caso, se () for a derivada segunda de
uma funcao num ponto critico, este sera necessariamente um minimo local.
Analogamente, se \; e Ay forem ambos negativos, o ponto critico serd um
maximo local. Por fim, se A\{A\y < 0, o ponto critico nao serd minimo ou
maximo local.

Considerando-se a igualdade (7.6), pode-se introduzir o conceito de forma
quadratica num espago vetorial arbitrario (V, (, )) :
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Defini¢ao 7.4 (FORMA QUADRATICA). Seja T' € Z(V, (, )) um operador autoad-
junto. A forma quadrdtica () associada a T é a funcao @) : V — R, a qual se
define pela igualdade:

Q) = (v,T(v)), veV.

Uma forma quadratica () é dita:
i) positiva, se Q(v) > 0Vv # 0;
ii) negativa, se Q(v) < 0Vv # 0;
iii) indefinida, se Q(v1) > 0 e Q(ve) < 0 para algum par vy, vo € V.

Em (i) e (ii), valendo as desigualdades com > e <, diz-se que Q) é nao negativa
e nao positiva, respectivamente.

Definigao 7.5 (OPERADOR POSITIVO/NEGATIVO). Diz-se que um operador T €
ZL(V,(,)) é positivo (resp. mnegativo, ndo positivo, ndo negativo), quando é
autoadjunto, e a forma quadratica Q(v) = (v,T(v)) a ele associada é positiva
(resp. negativa, nao positiva, nao negativa).

Exemplo 7.7 (QquADRADO DA NORMA). Para todo espago vetorial (V] (, )), a fun-
cao Q(v) = ||v||* é a forma quadrética (positiva) em V, a qual é associada ao
operador identidade de V. Com efeito,

Qv) = (v,0) = (0, 1(v)) Vo€ V.
Exemplo 7.8. Consideremos a funcao @ : R* — R definida por
Q(x1, 79, 73) = 3] — x5 + 735 — 27115 + 43173 — STHT3,

e verifiquemos que () é uma forma quadratica. Para tanto, tomemos o operador
T € Z(R?), o qual satisfaz:

3 -1 2
1= |-1 -1 —4],
2 -4 1
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isto é,
T(l‘,l , L, 1’3) = (—3271 — T2 + 21’3, —X1 — Ty — 41’3, 2&71 — 41’2 —+ 1’3).

Uma vez que a base canonica de R? ¢ ortonormal (lembre-se que estamos
considerando, sempre, o produto interno canénico em R") e [T] é simétrica,
temos que T é autoadjunto. Além disso, pode-se verificar facilmente que

Q(z1, w2, 73) = (21, T2, 23), T(71, 22, 23)) V(21, T2, 73) € R®.
Logo, @ é a forma quadrética em R? associada a 7.

Observemos que, no exemplo acima, a expressao da forma quadratica () em
coordenadas com respeito a base (ortonormal) canénica de R? é um polindémio
homogéneo de grau 2. Ademais, os coeficientes desse polinomio determinam as
entradas da matriz [T] = (a;;). Mais especificamente, a; é o coeficiente de z7
e, para ¢ < j, a;; = aj; ¢ a metade do coeficiente de z;z;.

Convém observar também que, identificando-se uma matriz 1 x 1 com sua
unica entrada, temos que () se expressa em termos de matrizes como:

3 —1 2 I
Q(x17$27$3):|:x1 i) 553} -1 -1 -4 ol ,
> 4 1] |z

isto é, ponde-se v = (x1, T2, x3), vale a igualdade:
Q(v) = [v]"[T][v] Vv € R%.
Vejamos que esse cendario se apresenta para qualquer forma quadratica

Q) = (T(v),v), veV.

Para tanto, consideremos uma base ortonormal de V, B = {vy, ..., v,}. Fazen-
do-se [T|p = (ai;), para todo vetor v = (z1,...,2,)p € V, tem-se
n n

T(.Z’l,...,.ilﬁn)g = Z QX5 | Vg
1

i=1 \j=
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Sendo assim,

Q(z1,...,xn)g = (T(x1,...,2,)8, (X1, ..., T0)B)
= <Z (Z aijxj> V;, Zxkvk> .
i=1 \j=1 k=1

Dai, uma vez que B é ortonormal, obtém-se

Q1. 2n)p = Z Wi Tilj, (7.8)

i,j=1

ou seja, em coordenadas com respeito a base B, ) se expressa como um polino-
mio homogéneo de grau 2, cujos coeficientes sao as correspondentes entradas
da matriz [T]z. Segue-se também de (7.8) que, em termos de matrizes, @ se
expressa através da igualdade:

Mantendo a notacao acima, suponhamos agora que B seja uma base orto-
normal que diagonaliza T, e denotemos por Ay ,..., A, os correspondentes au-
tovalores. Nessas condigoes, a matriz [Ts é diagonal, com entradas Ay, ..., A,.
Em particular, a igualdade (7.8) assume a forma:

Q(xlw e 7xn)3 = Alx% +eet Anxi
Dai, segue-se o resultado seguinte.

Proposicao 7.8. Sdao verdadeiras as sequintes afirmacoes a respeito de uma
forma quadrdtica Q associada a um operador autoadjunto T € ZL(V,(,)):

e () serd positiva (resp. negativa) se, e somente se, todos os autovalores
de T forem positivos (resp. negativos).

e () serd indefinida se, e somente se, T tiver autovalores positivos, bem
como negativos.
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Com a notacao da Proposicao 7.8, definamos
A =min{A;, ..., N} e Ay =max{\,..., \,},

e observemos que, para todo v € V satisfazendo ||v[|? = 2% +-- -+ 22 =1, sdo
validas as seguintes desigualdades:

donde se obtém a proposicao seguinte, a qual, cabe-nos mencionar, tem grande
relevancia na teoria de hipersuperficies regulares do espaco euclidiano R™.

Proposicao 7.9. Seja Q@ : V. — R uma forma quadrdatica definida por um
operador autoadjunto T € L (V), cujos autovalores sao A1 ,...,\,. Entao,
valem as igualdades:
”rr|1|in1 Q(v) =min{\,..., \,} e ﬁn”aoi Q(v) = max{\,..., \,}.
Destaquemos, na proposicao seguinte, uma propriedade fundamental dos
operadores nao negativos.

Proposi¢ao 7.10. Seja T € Z(V) um operador nao negativo. Entao, existe
um Unico operador nao negativo R € £ (V), tal que R* =T.

Demonstragao. Sejam A, ..., A\, os autovalores (ndo negativos) de T', e B uma
base ortonormal de V' que diagonaliza T. Defina R € Z (V') como o operador
cuja matriz com respeito a B é:

vV
[R]s = Via
oW

Uma vez que B é ortonormal e [R]z é simétrica, temos que R é autoadjunto.
Além disso, os autovalores de R sao ndo negativos e R* = T.

Suponhamos, agora, que exista um operador nao negativo S € Z(V), tal
que S? = T. Nesse caso, uma vez que S? comuta com S, tem-se que T’ comuta
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com S. Assim, pela Proposigao 6.6, existe uma base B, de V| que diagonaliza
T e S simultaneamente. Dai, e da igualdade S? = T, segue-se que a matriz
[S]s é, necessariamente, igual a [R]z, donde S = R. Logo, R é tinico. |

Definigao 7.6 (rRAIZ QUADRADA DE OPERADORES). O operador (autoadjunto) R €
Z(V,(,)), descrito no enunciado da Proposi¢ao 7.10, é dito a raiz quadrada
de T, e é denotado por V/T.

A nogao de positividade de um operador pode ser estendida as matrizes,
conforme a definicao seguinte.

Defini¢ao 7.7 (MATRIZ POSITIVA/NEGATIVA). Dizemos que uma matriz A € M(n)
é positiva (resp. negativa, nao negativa, nao positiva), quando é simétrica, e o
operador autoadjunto associado, Ty € Z(R"), é positivo (resp. negativo, nao
negativo, nao positivo).

Dada uma matriz A = (a;;) € M(n), para cada k = 1,...,n, consideremos
a submatriz de A, Ay = (a;j)kxk, tal que 1 <, < k, como abaixo.

all ........ alk; a’ln
- A :
A — a’kl ........ a’k‘k‘
_anl ............... ann |

Através das submatrizes Aj, pode-se estabelecer um interessante critério
de positividade da matriz A, conforme o resultado seguinte.

Proposicao 7.11 (CRITERIO DE POSITIVIDADE PARA MATRIZES SIMETRICAS). Uma ma-
triz simétrica A € M(n) € positiva se, e somente se, para cada k € {1,...,n},
o determinante da submatriz Ay, descrita acima, € positivo.

Demonstracao. Suponhamos que A seja positiva. Entao, todos os autovalores
de A sao positivos, de modo que det A = det A,, > 0. Ademais, para 1l < k < n,
Ay, é uma matriz simétrica de M (k). Logo, identificando-se com R¥ o subespaco
de R™ gerado por ey, ..., e, tem-se

[v]* Axv] = [v]*A[v] > 0 Vv € RF,
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donde A é positiva. Dessa forma, assim como A, , cada submatriz A; tem
determinante positivo.

Reciprocamente, suponhamos que det A, > 0Vk € {1,...,n}, e provemos,
por inducao sobre n, que A é positiva. Para n = 1, o resultado é imediato.
Suponhamo-lo verdadeiro, entao, para n—1 > 1. Nesse caso, a submatriz A,,_;
é positiva. Em particular, para todo vetor nao nulo v de R"~* (considerado aqui
como o espago gerado por {ey,...,e, 1}), tem-se [v]*Afv] = [v]*" A, 1[v] > 0,
donde se infere que A nao é negativa.

Uma vez que, por hipétese, det A = det A,, > 0, temos que todos os auto-
valores de A sao nao nulos e, pelas consideracoes do paragrafo anterior, nem
todos negativos. Claramente, A nao pode ter apenas um autovalor negativo.
Suponhamos, entao, que A possua dois autovalores negativos, e denotemos
por W o subespago bidimensional de R"™ gerado pelos respectivos autovetores.
Note que, para todo v € W, [v]*Av] < 0.

Agora, basta notar que a intersecao de W com R™! C R” ¢ nao trivial,
uma vez que a soma das dimensoes desses subespacos excede n. Isso, porém,
contradiz a positividade de A, _;. Logo, A é positiva. [ |

Exemplo 7.9. Considere as matrizes simétricas:

1 21 2 2
A=12 5 1 e B=|1 1 -1
113 2 -1 3

Temos que det A; = 1, det Ay = 1 e det A3 = det A = 1. Logo, A é positiva.
Quanto a matriz B, temos que det B3 = det B = —7, donde B nao ¢ positiva.

7.5 Formas Bilineares

Relembremos que uma forma bilinear num espaco vetorial V' é uma funcao
B:V xV — R, aqual é linear em cada uma de suas duas varidveis, isto é,
para quaisquer u,v,w € V, e A € R, tem-se:

o Blu+ v, w) = Bu,w) + AB(v, w);
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o B(u,v+ Iw) = B(u,v) + \B(u, w).

Assim como as transformagoes lineares, as formas bilineares sao determi-
nadas por seus valores numa base. Como consequéncia, a expressao de uma
forma bilinear 3 em coordenadas com respeito a uma base B é um polino-
mio homogéneo de grau 2, cujos coeficientes sao determinados pelos valores
de B em B. Mais precisamente, vale o resultado seguinte, cuja demonstracao
deixaremos a encargo do leitor (vide Exercicio 23).

Proposicao 7.12 (FORMAS BILINEARES EM COORDENADAS). Seja B = {vy,...,v,}

uma base de um espago vetorial V. Entio, dados n® reais a;; € R, 4,j €
{i,...,n}, a fungao p:V x V — R, definida por

n

B(x1, .. 20)8, (Y1, -, Yn)B) = Z a;; Y5, (7.9)

2
¢ uma forma bilinear, a qual cumpre:
B(UZ‘,U]‘) = aij \V/Z,j € {1, e ,TL}.

Ademais, qualquer forma bilinear 5’ : V xV — R que satisfaca, para quaisquer
i,j € {1,...,n}, a igualdade (' (v;,v;) = a;j, deve necessariamente coincidir
com [3.

Na proposicao acima, a matriz formada pelos coeficientes a;; ¢ dita a matriz
de 8 com respeito a base B, a qual denotaremos por [(]g, isto é,

[Bls = (@ij)nxn, aij = B(vi, vy).
Segue-se da igualdade (7.9) que, em termos de matrizes, 5 se expressa como:
B(u,v) = [ulg[Blsv]s, uw,veV. (7.10)

Além disso, [f]p é tnica com respeito a essa propriedade. Com efeito, seja
B = (b;j)nxn uma matriz, a qual cumpre

B(u,v) = [u]zBlv|g Yu,v e V.
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Nesse caso, em coordenadas com respeito a base B, [ se expressa como
n
B(($17"'axn)Ba(ylv"wyn)B> = E bzyxly]
'7j

Em particular, b;; = (v, v;) = a;, isto é, B = [5]s.
Vejamos agora como se relacionam as matrizes de uma forma bilinear com
respeito a bases distintas.

Proposicao 7.13. Seja 5 : V x V. — R uma forma bilinear. Entao, para
quaisquer bases B e B', de V, tem-se:

Bl = M*[Bs M, (7.11)

em que M = [I]g/ € a matriz de mudanca da base B para a base B'. Em
particular, vale a sequinte iqualdade:

posto [B]s = posto [A]5s.
Demonstragdo. Lembremos que M satisfaz:
W] = M[o]sVo € V.
Sendo assim,
[u]5(Bls[v]s = B(u,v) = [ulp [Ble[v]e = [ulz(M*[8]s M)[v]s.

Dai e da unicidade de [3] com respeito a identidade (7.10), obtém-se (7.11).
Ademais, uma vez que M é invertivel, tem-se (M*)7'[8]z = [8]s M. Logo,
(vide Exercicio 18-Cap. 3):

posto [B]s = posto ((M*)[B]5) = posto ([8]s M) = posto|s]s,
como queriamos demonstrar. [ |

Relembremos que uma forma bilinear f : V x V — R é dita simétrica,
quando satisfaz:

Bu,v) = Bv,u) Yu,veV.
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Note que uma forma bilinear 5 : V' x V' — R sera simétrica se, e somente se,
a matriz [(]p for simétrica, seja qual for a base B, de V.

No que se segue, veremos que formas bilineares simétricas em espacos muni-
dos de produto interno associam-se univocamente a operadores autoadjuntos.
Tal fato nos permitira estabelecer uma correspondéncia entre formas quadra-
ticas e formas bilineares simétricas num espago vetorial (V. (, )).

Proposigao 7.14. Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno
(,). Entao, dado um operador autoadjunto T € L (V), a fungio 5 : VXV — R
definida pela igualdade:

B(u,v) = (u,T(v)), u,v €V, (7.12)

¢ uma forma bilinear simétrica. Reciprocamente, para toda forma bilinear
simétrica 5 :V x V. — R, existe um inico operador autoadjunto T € ZL(V),
para o qual a igualdade (7.12) se cumpre.

Demonstra¢ao. Suponhamos que T € Z(V) seja autoadjunto. Nesse caso,
segue-se diretamente da linearidade de T e da bilinearidade do produto interno,
que a fungao (§ definida em (7.12) é bilinear. Além disso, tem-se

Blu,v) = (u, T(v)) = (T(u),v) = B(v, u),

donde [ é simétrica.

Suponhamos, agora, que 8 : V x V — R seja uma forma bilinear simétrica.
Tomemos em V uma base ortonormal B = {uy,...,u,}, e consideremos o
operador 7' € Z (V) cuja matriz com respeito a base B coincide com [f]g.
Sendo assim, teremos

[T]B = (5(7«%’7 Uj))an~

Note que T' é autoadjunto, pois B é ortonormal e [T]gz é simétrica. Além
disso, para todo j € {1,...,n}, vale a igualdade

T(u;) =Y Blug,uy)ug,
k=1
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donde se infere que, para quaisquer i,7 € {1,...,n}, tem-se
(ui, T(uy)) = Blui, uy).

Dai, da linearidade de T', bem como da bilinearidade de 3 e do produto interno,
segue-se que e T cumprem (7.12).

Por fim, suponhamos que T, 7" € £ (V') sejam operadores autoadjuntos, os
quais satisfacam

Bu,v) = (u, T(v)) = (u, T'(v)) Yu,v € V.

Nessas condigoes, tem-se (u, (T — T")(v)) = 0Vu,v € V. Fazendo-se, nessa
ultima igualdade, u = (T'— T")(v), obtém-se (T'— T")(v) = 0. Dai, uma vez
que v é arbitrario, conclui-se que T = T”. Isso prova a unicidade de T' com
respeito a igualdade (7.12) e conclui nossa demonstragao. |

Dado um operador autoadjunto 7" € Z(V,(, )), a forma bilinear § e a
forma quadratica (), ambas associadas a T, relacionam-se através das seguintes
igualdades, as quais sao de verificagao imediata:

i) Q(v) = B(v,v)Vv e V.

i) B(v,w) = 1 (Qu+w) — Q) — Q(w)) V(v,w) € V X V.

Assim, 8 determina @, pela igualdade (i), e ) determina (3, pela igualdade
(ii), dita uma identidade de polarizagdo. Acrescentamos ainda que, por defini-
¢ao, o posto da forma quadratica @), assim como o da forma bilinear (3, é igual
ao do operador autoadjunto 7" associado, isto é,

posto () = posto S = postoT.

Define-se a matriz da forma quadratica () com respeito a uma base B, de
(V,(,)), como a matriz da forma bilinear correspondente, 3, isto é,

[Qls = [8]s, Qv) =B(v,v) = (v,T(v)).

Observemos que, quando a base B = {uy, ..., u,} é ortonormal, tem-se

[T]5 = (aij)nxn, aij = (ui, T(uy)).



87.5 Formas Bilineares 217

Dessa forma, a igualdade f(u;, u;) = (u;, T'(u;)) implica que [8]g = [T]s-

Para uma base B’ nao ortonormal, [5]z e [T]p nao sdo necessariamente
iguais. Porém, pela Proposigao 7.13, posto [5]g = posto [f]s. Assim, para
qualquer base B, de V| tem-se:

posto () = posto 5 = posto [[]s = posto [T]z.

Concluindo este capitulo, estabeleceremos uma interessante propriedade
das formas quadraticas, conhecida como Lei da Inércia de Sylvester. Para
bem compreende-la, evoquemos o fato de que, para toda forma quadratica

Q: (V,(,)) — R, existe uma base B, de V, tal que
Qer, . an)s = =2 —wy — oo —al Faly oty

em que p = posto @ (vide Exercicio 31). Essencialmente, a Lei da Inércia de
Sylvester nos diz que, nessa igualdade, a quantidade de sinais negativos, bem
como de sinais positivos, independe da base B, sendo, dessa forma, intrinseca
a forma quadratica Q).

Consideremos, inicialmente, um operador autoadjunto T' € Z(V,(,)), e
designemos por A = {\;,...,\,} o conjunto de seus autovalores. Facamos

A_:{/\ZGA,)\Z<O}, A+:{)\Z€A,)\1>O}, AOZ{)\ZEA,)\Z:O},
e tomemos os subespacos

Wr = @ Wi, W; = @ W, W? = @WA“

ieh_ iehy i€ho

em que W), denota o autoespaco determinado pelo autovalor A;.
Segue-se do Teorema Espectral, bem como da Proposi¢ao 6.5, que

V=W; & Wi oW (7.13)

Ademais, considerando-se a forma quadratica (), associada a T, é evidente que
. o~ — + O 2’ . o .

a restricao de @ a W, (resp. Wi, WJ) é negativa (resp. positiva, nula).

Vejamos, na proposi¢io seguinte, que os subespagos Wy e Wi sdo mdximos

(em dimensdo) com respeito a essas propriedades.
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Proposigao 7.15. Sejam T € L (V, (, )) um operador autoadjunto, e Q a forma
quadrdtica associada a T. Considere um subespaco W C V, e suponha que a
restricio Qlw seja negativa (resp. positiva). Nessas condigoes, tem-se

dim W < dim W, (resp. dim W < dim W,).
Demonstragdo. Suponhamos que Q| seja negativa, e tomemos as bases
By =A{wq,...,wr}, Bo=A{uy,....,u} e By ={v1,...,0n}

de W, W e W2, respectivamente. Provemos que A = By U By U B3 é L1. Para
tanto, consideremos uma combinacao linear nula dos elementos de A :

k

l m
Z a;w; + Z bzuz + Z C;U; = 0,
i=1 i=1

=1

e mostremos que cada um dos coeficientes a;, b;, ¢; sao nulos. Uma vez que as
bases B; sao conjuntos LI, basta provarmos que cada um dos seguintes vetores:

k l m
w:ZaiwiEW, u:ZbiuiEW; e v:ZCiviEWJQ

i=1 =1 i=1

é nulo. Com esse fim, tomemos a forma bilinear associadaa T, 8 : V xV — R.
Da igualdade w + u 4+ v = 0, segue-se que

flwyw+u+v)=0 e Plu,w+u+v)=0.
Porém, f(w,v) = (w, T(v)) = 0. Assim,
0:6<w7w+u+v):6(w7w)+6<wvu)+6(wav):Q(w)—f'ﬂ(w’u)v

donde Q(w) = —f(w, u). Analogamente, Q(u) = —f5(u,w), o que nos da:

Sendo Q|w negativa, e Q]W; positiva, devemos ter u = w = 0 e, portanto
v = 0, como queriamos demonstrar.
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Seja V' C V o subespago gerado por A. Segue-se das consideragoes acima,
bem como da igualdade (7.13), que:

dim W +dim Wi +dim Wp = dim V' < dim V = dim W, +dim W +dim W2,

donde se infere que dim W < dim W, .
De modo inteiramente andlogo, demonstra-se que dim W < dim W, se
tivermos Q|w positiva. Isso conclui nossa demonstragcao. [ |

Chama-se de indice de uma forma quadratica () associada a um operador
autoadjunto T' € Z(V, (,)), a dimensdo do subespago W, . Segue-se, entdo,
da Proposicao 7.15, que o indice de ) é a maior dimensao de um subespago,
restrita ao qual a forma quadrética () é negativa.

Vale salientar que o conceito de indice de formas quadraticas tem grande
relevancia na teoria do Célculo Variacional, a qual se ocupa, essencialmente,
do estudo dos pontos criticos de fungoes especiais, ditas funcionais. Nesse
contexto, a cada funcional f, associa-se uma determinada forma quadrética,
cujo indice determina o comportamento de f nas vizinhancas de seus pontos
criticos.

Passemos a anunciada:

Lei da Inércia de Sylvester. Seja Q: (V,(,)) — R wma forma quadrdtica.
Suponha que exista uma base B, de V, tal que

Entao, i = indice Q) e p = posto Q).
Demonstragao. Pondo-se [Qlg = (aij)nxn, n = dimV, e considerando-se a
hipétese, tem-se

n

2 2 2 2 2
E aijﬂfiﬂ?]’:Q(l"l»---,fn)B:—ZEl—51?2—"'—331 R S N
i=1

donde se infere que a;; = 0 para i # j, e que a; = 0 para ¢ > p. Assim, [Q]z
¢ uma matriz diagonal com exatamente p entradas nao nulas, implicando que
posto Q) = p.
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Facamos B = {v1,...,v,}, e designemos por W; (resp. Ws) o subespago
de V' gerado pelos vetores vy, ..., v (resp. vit1,..., V). Segue-se da igualdade
(7.14) que Q|w, é negativa, enquanto Q|w, é positiva. Dessa forma, pela Pro-
posigao 7.15, dim Wy < dim W, e dim Wy < dim W', em que T' € Z(V, (,))
¢ o operador autoadjunto associado a (). Porém, pelas consideracoes do para-
grafo anterior, e pela igualdade (7.13), tem-se

dim Wy + dim Wy = posto Q = dim W + dim W,

o que nos da, dim W, = dim W, e dim Wy = dim W,. Logo, i = dimW; é o
indice da forma quadratica Q). [

Com base na Lei da Inércia de Sylvester, define-se a assinatura de uma
forma quadratica ) como as quantidades de sinais negativos e positivos na
igualdade (7.14). Geralmente, indica-se a assinatura de ) por uma sequéncia
de i sinais menos e p — i sinais mais. Assim, uma forma quadrética de indice
3 e posto 5, por exemplo, tem assinatura (—, —, —, +, +).

Exercicios

Secao 7.1

1. Dado T € Z(V,(,)), suponha que T(v) = Av e T*(w) = pw. Mostre
que, A = p ou v € ortogonal a w.

2. Dada M € M(n), defina Ty € L (M(n)) por Th(A) = MA. Mostre
que, considerando-se em M(n) o produto interno (A, B) = traco (A*B),
vale a igualdade T, = Ty« .

3. Dado um operador linear T' € Z(V, (, )), mostre que:

a) dim7T(V) = dimT*(V);
b) T*(V) = (nucT)*.

4. Mostre que dois operadores T, S € Z(V,(, )) comutardo se, e somente
se, T* e S* comutarem.
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10.

11.

12.

13.
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Demonstre a seguinte afirmacao:

TeZ(V,(,) e T"T=0 = T=0.

Seja B = {v1,...,v,} uma base ortonormal de (V,(,)). Dado T €
Z(V,(,)), mostre que vale a seguinte igualdade:

n n
D ITw P =Y T v,
j=1 i=j

Secao 7.2

Seja T € (V,{, )) um operador linear com a seguinte propriedade: para
todo v € V, tal que ||v|| = 1, tem-se ||T'(v)|| = 1. Prove que T" é ortogonal.

Mostre que, se T': V' — V' é um operador ortogonal, entdao | det T'| = 1.

Mostre que todo operador ortogonal leva bases ortonormais em bases
ortonormais. Mostre também que, dado um operador 7' € Z(V, (, )),
se existir uma base ortonormal B, de V, tal que T'(B) seja uma base
ortonormal de V| entao 1" sera ortogonal.

Seja T € Z(V,(,)) um operador ortogonal. Mostre que, se a dimensao
de V for fmpar, existird um vetor nao nulo v € V, tal que T?(v) = v.

Sejam A, B € M (n) matrizes ortogonais. Mostre que AB e A™! sdo
ortogonais.

Dada uma matriz A € M(n), suponha que A+ I, A2+ I e A3+ I sejam
ortogonais. Prove que A*A = 0 e conclua que A = 0 (vide Exercicio 5).

Mostre que, para todo inteiro n > 2, existem operadores ortogonais
distintos 71, Tz € Z(R™), ambos de posto n, tais que

(T (v),v) = (Ty(v),v) Yv e R

(Compare com o Exercicio 20.)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Operadores em Espacos com Produto Interno Cap. 7
Secao 7.3
Verifique que o operador 7': R? — R?, definido por:
T(x,y) = (x + 2y,2z + y),
¢ autoadjunto, e encontre uma base ortonormal de R? que o diagonalize.

Mostre que toda matriz simétrica A € M(n) é semelhante a uma ma-
triz diagonal. Mais precisamente, mostre que existem matrizes M, D &€
M(n), em que M é ortogonal e D é diagonal, tais que A = M~1DM.

Dado um operador autoadjunto 7" € Z(V'), mostre que existe um tinico
operador autoadjunto R € £(V), tal que R* = T. (Compare com o
resultado da Proposigao 7.10).

Sejam T, S € Z(V) operadores autoadjuntos. Mostre que T'S serd au-
toadjunto se, e somente se, T' e S comutarem.

Mostre que S(V) = {T € Z(V); T é autoadjunto} é um subespago
vetorial de .Z (V). Qual a dimensao de S(V)?

Seja T' € Z(R3) um operador ortogonal e autoadjunto. Prove que T ¢
+17, a reflexdo com respeito a um plano de R? pela origem, ou a rotacao

de 180° em torno de uma reta de R? pela origem.

Sejam 11, T, € Z(V,(, )) operadores autoadjuntos. Suponha que, para
todo v € V, valha a igualdade

(T1(v),v) = (T3(v), ).
Mostre que T} = T5. (Compare com o Exercicio 13.)

Seja T € Z(R™) o operador autoadjunto cuja matriz com respeito a base
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22.

23.

24.
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canonica é a seguinte matriz tridiagonal simétrica:

aa 1 0 0 --- 0 O

1 as 1 0 0

0 1 a 1 --- 0 O
A= . . . . . )

0 0 0 0 - a1 1

6o 00 0 - 1 oa,

isto é, sao nulas todas as entradas de A que nao estao na diagonal prin-
cipal ou nas diagonais acima e abaixo da diagonal principal. Nessas
ultimas, todas as entradas sao iguais a 1. Considere a Proposicao 4.6 e
mostre que, para todo A € R, vale a igualdade:

posto (I'— M) > n — 1.
Conclua dai e do Teorema Espectral que T' possui n autovalores distintos.
Secoes 7.4 e 7.5

Para cada uma das formas quadraticas abaixo, determine a natureza da
conica de equagao Q(z,y) = 1.

i) Q(z,y) = 2® + 2xy + 3y*;
i) Qz,y) =2 + 2xy + y*
i) Q(z,y) = 322 — 4v/3xy — 2.

Demonstre a Proposi¢ao 7.12.
Seja V' um espaco vetorial de dimensao n. Mostre que o conjunto
BV)={B:V xV — R; [ é bilinear},

juntamente com as operacoes usuais de soma de funcgoes e produto de
fungao por escalar, é um espago vetorial isomorfo a M(n).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Seja B = {vy,...,v,} uma base de (V, (, )). Mostre que a matriz
P = (pij)nxn, Pij = (Vi, v5),
é positiva.
Seja B(u,v) = (u, T(v)), u,v € (V,(,)) uma forma bilinear simétrica

determinada pelo operador autoadjunto 7" € Z(V'). Dada uma base de
V, B ={vi,...,v,}, mostre que

[Bls = P[T]s,

em que P é a matriz do produto interno (, ) com respeito a base B, isto
é, P = ((vi,vj) )nxn. Conclua dai e do exercicio anterior que posto [3]p =
posto [T].

Mostre que, para toda transformacao linear 7' : (V,(,)) — (W, (,)), o
operador T*T € Z (V') é nao negativo.
Seja T € Z(V) um operador positivo. Mostre que T é invertivel e que
T—1 é positivo.
Dado um operador 7' € Z(V, (, )), mostre que

Q={IT@I; flull =1}

¢ um subconjunto limitado de R. Conclua que: se T for autoadjunto,
entao, para algum A\ € R, o operador T' + A\I sera positivo.

Sejam T € Z(V,(,)) um operador nao negativo, e § e @) as formas
bilinear e quadratica associadas a 1. Mostre que

1B(u,v)| < /Q(u)v/Q(v) Yu,v € V.

(Compare com a Desigualdade de Cauchy—Schwarz).

Seja () uma forma quadrética num espago vetorial (V,(,)). Mostre que
existe uma base B, de V, tal que

2 2 2 2 2
Q(xla"'axn>l§:_xl—l'Z—'“—l'i—|—xi+1_|_...+xp’

em que i = indice ) e p = posto ().
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A

Decomposicao Racional e o

Teorema de
Cayley—Hamalton

Neste apéndice, estabeleceremos um resultado fundamental da teria de de-
composicao de operadores, o Teorema de Decomposi¢ao Racional. Em se-
guida, o aplicaremos na demonstracao de uma versao generalizada do Teorema
de Cayley-Hamilton, o qual citamos anteriormente. Convém mencionar que
a prova que daremos para o Teorema da Decomposicao Racional, devida a
H. G. Jacob® tem as virtudes da simplicidade e da elegancia, as quais nos
motivaram a adapta-la ligeiramente e, entao, apresenta-la aqui.

O Teorema da Decomposicao Racional

Definigao A.1. Dados 7' € .Z (V) e v € V, chamamos o conjunto
Z(v,T) ={p(T)(v); p € P[t,R]}

de subespaco T-ciclico gerado por v.

()Vide: Jacob, H. G.: Another proof of the rational decomposition theorem. Amer. Math.
Monthly. 1131-1134 (1973).
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Verifica-se sem dificuldade que Z (v, T') é, de fato, um subespago vetorial de
V, o qual é T-invariante. Vejamos, na proposicao seguinte, outras propriedades
deste subespaco.

Proposigao A.1. Dados T € £ (V) e v € V, valem as sequintes afirmagoes:
i) dim Z(v,T) = grau (m,) ;
ii) Z(v,T) = Ger{v,T(v),..., T (v)}, g=grau(m,) ;
iii) O polinémio minimo de T7wr) € My ;
iv)

O polinomio caracteristico de Ty, 1y € My, .

Demonstra¢ao. Dado um polinémio p € P[t,R], pelo Algoritmo da Divisao,
existem polinomios ¢, r € P[t,R], tais que

p=qm,+r,
em que r = 0 ou grau (r) < grau (m,). Dal, tem-se
p(T)(v) = q(T)my(T)(v) +r(T)(v) = r(T)(v).

Se r = 0, entdo p(T)(v) = r(T)(v) = 0 € Ger {v,T(v),...,T97 (v)}. O mesmo
vale, se grau (r) < grau(m,) = g, pois, nesse caso, 7(7)(v) se expressa, ne-

cessariamente, como uma combinagao linear dos vetores v, T'(v), ..., T9 7 (v).
Logo, todo elemento p(T)(v) € Z(v,T) pertence a Ger {v, T'(v),...,T97 (v)}.
Além disso, {v,T(v),...,T97*(v)} é LI. Caso contréario, existiria um polinomio

anulador de T' em v, cujo grau seria menor que o de m,,. Assim, ficam provadas
as afirmagoes (i) e (ii).

Quanto a (iii), observemos que m, anula T ). Com efeito, dado um
vetor w = p(T)(v) € Z(v,T), segue-se da T-invariancia de Z(v,T) que

Mo (Tz(0,1)) (W) = My (T)(w) = my(T)p(T)(v) = p(T)my(T)(v) = 0.

Consequentemente, o polinomio minimo de 1, 1) é¢ m, , pois, de outra forma,
o polinomio minimo de T, ) seria um anulador de v de grau menor que o de
m, . Isso prova (iii).
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Para provarmos (iv), designemos por B a base {v,T(v),...,T9 ' (v)} de
Z(v,T). Os g vetores coluna da matriz de T,y com respeito a B sao

T(v), T*(v), ..., T9(v).
Além disso, fazendo-se
my(t) = ap+ art + - + ag_1t9 " + 17,
e levando-se em conta que m,(7")(v) = 0, obtém-se
T9(v) = —ag — a1 T(v) — -+ — ag_1 T (v).

Segue-se dessas consideragoes que

0 00 0 —ap
1 00 0 —-a
010 0 —as
T =
Toe.m)]s 00 1 0
: 0
| 0 0 0 1 —ag-1 |
Consequentemente,
t 0 0 0 ag
—1 t 0 0 aq
0 —1 t 0 a9
pTZ(v,T) <t> = det(t[ - TZ(U,T)) = 0 O _1 O ?
: : : . t :
0 0 o --- —1 t+ag1

donde (vide (4.13)),
Py () = a0 +art +--- + ag_ot92 4+ (t+a,_1)t9" = m,,

o que mostra (iv) e encerra nossa demonstracao. |
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Observacao A.1. Atentemos para o seguinte fato, o qual decorre diretamente
dos itens (i) e (ii) da proposi¢do acima: Dado v € V, se k > grau (m,), tem-
se que o subespaco W = Ger {v,T(v),..., T 1(v)} é igual a Z(v,T). Em
particular, W é T-invariante.

Teorema A.1. Seja T' € L (V) um operador linear cujo polinémio minimo é
m. FEntao, existe um vetor nao nulo v € V, tal que m, = m. Em particular,
valem as igualdades:

Z(v,T) = Ger{v, T(v),..., T (v)} e m =m,=m,
em que g = grau(m) em’ € o polinomio minimo de Ty, ).

Demonstracao. Conideremos a decomposicao V = W7 @ --- & W), dada no
Teorema da Decomposi¢ao Priméria. Fixemos ¢ € {1,...,k}, e observemos
que existe um vetor nao nulo v; € W; , tal que {v;, Ty(v;),..., T *(v;)} é LI,
em que T; = Ty, e g; = 1;8; é o grau do polinémio minimo de T;, m; = p;".

Com efeito, se nao fosse o caso, para todo v € W;, existiriam escalares
ap,...,aq-1 € R, nao todos nulos, tais que o polinomio

p(t) =ag+ -+ ag_1t9"

anuladoria 7; em v. Dali, terfamos grau(m,) < ¢; — 1 < g;. Em particular,
existiria s, < s;, tal que m,(t) = (p;(t))*, pois m, é um divisor de m;.
Consequentemente, terfamos que o polinomio (p;(t))%~!, cujo grau é menor que
gi, anularia T; em v para todo v € W;, contradizendo, assim, a minimalidade
de m; .

Temos que m; anula 7; em v;. Logo, m,, divide m;. Suponha que valha
a desigualdade ¢/ = grau(m,,) < grau(m;) = g¢;. Nesse caso, escrevendo-se
My, () = ag + art + -+ + ag 1191 + 19, tem-se

0 =m,,(T)(v;) = apv + a1 T (v;) + agg_nggfl(vi) o T (vy),

o que contradiz o fato de o conjunto {v;, T(v;),...,T%(v;)} ser LI (por ser
um subconjunto de {v;, T(v;), ..., T9% 1(v;)}). Logo, grau (m,,) = grau (m;) e,
portanto, m,, =m; Vi =1,...k, isto é,

M= My, ... My,
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Agora, observemos que
0 = my(T)(v) = my(T1)(v1) + - - - + mu(Ti) (vk),

o que nos da m,(T;)(v;) = 0Vi = 1,...k. Segue-se que m, é um anulador de
cada T; em v; , donde m, divide m,, . Uma vez que cada m,, ¢ um fator primo
de m e m, divide m , segue-se que

My = My, - .. My, = M.

A ultima assercao do enunciado é uma consequéncia direta do Teorema A.1
e da igualdade m, = m. [ ]

Teorema da Decomposi¢ao Racional. Para todo operador linear T € £(V),
existem vetores nao nulos vy ,...,v, € V, tais que

V=Zw,T)® - & Z(v, T).
Ademais, para todo i =1,...,k —1, m,,, divide m,, .

Demonstragcao. Seja v € V um vetor nao nulo satisfazendo m, = m, cuja
existéncia é assegurada pelo Teorema A.1. Se V = Z(v,T), nada hé a ser
provado. Caso contrario, ponha g = grau (m,) = grau (m), e considere vetores
Vg41,---,Up €V, tais que

B={v,T(v),..., T (v), 0441, 00}

seja uma base de V. Note que os primeiros g vetores de B, v, T(v), ..., T97}(v),
formam uma base de Z(v,T)).

Fagamos W = Ger {vg41,...,v,} e tomemos o produto interno (, ) de V,
com respeito ao qual B é uma base ortonormal (vide Proposi¢ao ??). Nesse
caso, temos que W = Z (v, T)*.

Consideremos w = T97(v), e definamos o conjunto

W* = Ger {w, T"(w),..., (T*) " (w)},
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em que 7% € Z(V) é a adjunta de 7. Uma vez que, pela Proposigao 7.1,
m = m, ¢ também o polinomio minimo de 7™, tem-se

g = grau (m) > dim Z(w, T™),

donde W* = Z(w,T™). Logo, W* é T*-invariante (vide Observacao A.1).
Verifiquemos, entao, que W* cumpre

dmW*=¢9 e W'NnW ={0}. (A1)

Para tanto, suponhamos, por absurdo, que existam constantes ag, . .., as, com
as #0e0<s<g-—1, tais que

w' = agw + a; T (w) + -+ + as(T*)*(w) € W.
Uma vez que W é T*-invariante, temos que (T*)9~*~}(w’) € W. Logo,

0 = (T (w'),v)

(ag(T*)9* L + ay (T*)95(w) + -+ + as (T (w), v)
(w, agT7* " (v) + a1 T9 5 (v) + - + a, 791 (v))

(T (v), agT? 5 (v) + e, T9* (V) + - - - + a, T (v)) = ay,

o que, evidentemente, é uma contradicao.

Note que o argumento acima mostra nao somente que W NW* = {0}, mas
também que dim W* = g. Com efeito, fazendo-se w’ = 0 em (A.1), temos que
os escalares a;, tais como especificados, nao existem, donde se infere que os
vetores w, T*(w), ..., (T*)9}(w) sao LI

Segue-se que as igualdades (A.1) se cumprem e, em particular, que

V=WaeWw-

Agora, sendo W* T*-invariante, temos, pela Proposicao 7.2, que o subespaco
W' = (W*)+ é T-invariante. Além disso (vide Exercicio 10 — Cap. ?7?),

V=WeoW =Wte (W =ZvT) oW.
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Em particular, o polinomio minimo de Ty divide m .

Uma vez que W' é T-invariante, nés podemos escrever v = vy, e repetir
o argumento acima para concluir que existem vy € V' — {0} e um subespago
T-invariante W C V| tais que

V:Z(UlaT)@Z(U27T)®W”7

em que o polinémio minimo de Ty é m,, . Desta forma, m,, divide m,, =m.
O resultado segue-se imediatamente das consideracoes acima e do Principio
da Inducao. [

Teorema de Cayley-Hamilton (generalizado). O polinémio minimo m de todo
operador T € £(V') divide seu polinomio caracteristico c¢. Além disso, se

m(t) = (pr(£))™ .. (pq(t))™, (A.2)

sendo p1,...,pq 08 fatores primos e distintos de m , entao

c(t) = (p(0)™ /™ .. (py(t))"",
em que n; € a dimensao de W; = Nuc (p;*(T")) e r; = grau(p;).

Demonstrag¢ao. Sejam vy, ..., v, como no Teorema da Decomposicao Racional,
de modo que

V:Z(vlaT)@"'EBZ(Uk,T> e T=T1® - T},

em que T; = Tz, 7). Denotando-se por ¢; o polinémio caracteristico de T;, e
aplicando-se a igualdade (6.5) ao operador 17" — tI, conclui-se que ¢ = ¢; ... ¢k .
Dai, lembrando-se que m = m,,, tem-se

C=Cl...Ch =My ... My, = M(Myy ... My, ), (A.3)

em que, nas duas ultimas igualdades, usamos a Proposicao A.1.

Temos, portanto, que m divide c¢. Além disso, como m,, , divide m,,,
segue-se de (A.3) que cada fator primo de (my, ...m,,) ¢ um fator primo de
m, donde se infere que cada fator primo de ¢ é também um fator primo de m.



234 Decomposi¢do Racional e o Teorema de Cayley—Hamilton Apénd. A

Pelo Teorema da Decomposi¢ao Primadria, temos que V=W, & --- & W,,
e que o polindomio minimo de Ty, é m; = p;*. Como ja provado, m; divide o
polinomio caracteristico de Ty, o qual denotamos por ¢,. Juntando-se a isso o

fato de que o grau de ¢, é igual a dim W; = n; , tem-se ¢, = p;“/ " donde

o ;_ oni/rm ng/rq
c=Ccp...Cp=p L pg,

como queriamos demonstrar. ]

A versao classica do Teorema de Cayley-Hamilton afirma que todo operador
linear (definido num espago vetorial de dimensao finita) é anulado por seu
polinémio caracteristico. Esse fato, claramente, segue-se do teorema acima.
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Solucoes dos Ezercicios

Capitulo 1

1. Seja A = (aij)nxn uma matriz triangular superior. Entao, a;; = 0 para
todo i > j. Assim, fazendo-se A? = (b;;)nxn, tem-se

n
bij = E ik Q-

k=1

Suponha que i > j. Entao, para todo k < j, temos que a;; = 0. Para
k > j, temos também ay; = 0. Logo, pela igualdade acima, b;; = 0 para
todo i > j, isto é, A? é triangular superior.

2. A afirmacao é falsa. Considere, por exemplo, as matrizes nao nulas
32 e [20]
3. Temos, pelas propriedades operatérias das matrizes, que
(A+B)’=(A+B)(A+ B)=A*+ AB+ BA + B*.
Logo,
(A+ B)*> = A>4+2AB+ B*> & AB + BA=2AB < AB = BA.

235
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Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

a b

Fazendo-se A = [
c d

} , tem-se

22— a’*+bc ab+bd
| ac+ed dE+be |’

Assim, devemos ter
a’>+bc=(a+db=(a+dec=d +bc=0,

em que a, b, c e d nao se anulam simultaneamente. Particularmente,
a=1eb=c=d= —1 satisfazem as igualdades acima, donde

1 -1
S
cumpre A% = 0.
Pondo-se C' = A + AB, tem-se ¢;; = a;; + Ab;;. Logo,
Cii = ¢ji = aji + Abji = aj; + Ab,
donde C* = A* + AB*. A igualdade (A*)* = A ¢ imediata.

Fazendo-se C' = AB, tem-se

n n n
Cij = Cj; = a]kbkz - bkza]k - bikakj7
k=1 k=1 k=1

donde C* = B*A*.

. Observe inicialmente que, para toda matriz quadrada A, tem-se

(A+ A ) = A"+ (A = A"+ A=A+ A",

donde A + A* é simétrica. Analogamente, verifica-se que A — A* é an-
tissimétrica. O resultado, entao, segue-se da igualdade

1 1
A= 5(A + A*) + E(A — A%).
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Temos que

=1 |, i=1....p
by

Escrevendo-se C' = AB, tem-se

em que

Ayl = | =+ |,

tem-se, para cada ¢ = 1,...,m, que

dij = Zaikbkj = Cij,
k=1
de modo que [w;] = Av;]Vj =1,...p.

Para cada sistema dado, escalonando-se as respectivas matrizes aumen-
tadas, obtém-se os seguintes conjuntos solucgao:

a) S={((bz—2)/7,—(82+1)/7,2); z € R};
b) S ={(1,-1,2)}.

Uma vez que AB = C, a matriz A é 2 x 3. Assim, pondo-se

a b c
a=lal )
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tem-se que a igualdade AB = C equivale aos sistemas lineares:

a+2b+c:3€ d + 2 + f = -1
—a + 2b = 1 —d + 2e = 4,

cujos conjunto solugao sao, respectivamente,
Si={@2t—-1,t,4—4t);te€R} e S ={(2s—4,5,3—4s); s € R}.

Assim, para cada par (t,s) € R?, a matriz

2t —1 t 4—4t

A=At s) =
(t:) l23—4 s 3—43]
cumpre a igualdade AB = C. Além disso, se uma matriz A cumpre
AB = C, entao A = A(t,s) para algum par (¢,s) € R? uma vez que
S1 e Sy contém todas as solugoes dos sistemas associados a igualdade

AB =C.

11. Escalonando-se a matriz aumentada do sistema dado, obtém-se que esta
é linha equivalente a matriz

1 -2 1 2 1
0 9 —6 -3 2],
0o 0 0 0 1/3

cujo sistema linear associado,

T, — 29 + x3 + 214 1
99 — 6x3 — 314 = 2

1

0 3

claramente, tem conjunto solucao S = ().

12. Fazendo-se

QL O o2
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tem-se que a matriz aumentada do sistema AX = B é

1 -2 1 0 a
3 -6 2 -1 0
(AB) = | .
0 01 1 d

Escalonado-se essa matriz, concluimos que (A|B) é linha equivalente a

matriz
3 -6 2 -1 b
1 1 3a—b
SO B R
SO S R
0 0 0 0 ===

Claramente, o sistema linear associado a essa tultima matriz terd solucao
se, e somente se, 7d — 3¢ — 2b = 0, o que caracteriza as matrizes coluna
B para as quais o sistema AX = B admite solucao.

Procedendo-se como no Exemplo 1.6, conclui-se que A é invertivel e que

ee[2 )

sua inversa é a matriz

Assim, a solucao X do sistema AX = B ¢é

e 3 2)2]- (3]

(a) Uma vez que A+ B = (ai; + bij)nxn, temos que

traco (A+ B) = Z(a“ + b)) = Z ai; + Z b;; = traco A + traco B.

i=1 =1 i=1

(b) Analogamente, temos AA = (Aa;;)nxn, donde

trago (AA) = Z Aa;; = AZ a; = Atraco A.
i=1 i=1
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15

16.

17.

18.

19.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Segue-se da igualdade (1.7) e do exercicio anterior que

traco C' = trago (AB — BC') = trago (AB) — trago (BC') = 0.

Temos que A é invertivel e B = A™! se, e somente se, AB = BA = I.
Essas igualdades, por sua vez, equivalem a B*A* = A*B* = [* = I,
donde se infere que A é invertivel se, e s6 se A* é invertivel, e que, no
caso afirmativo, (A*)™!' = B* = (A71)*.

Fazendo-se C' = B7'A~! temos que
(AB)C = (AB)(B'A™)=1 e C(AB)= (B 'A™Y)(AB) =1,
donde se infere que AB ¢é invertivel e que C = B~'A~! é a sua inversa.

Multiplicando-se & direita ambos os membros de A2 — A + I = 0 por
B, obtém-se A2B — AB + I = 0. Supondo-se AB = I, tem-se entdo
A—T+B=0,isto é, B=1— A. Dai, tem-se

AB=AI-A)=A-A*=1 e BA=(I-AA=A-A*=],
donde se conclui que A é invertivel e que sua inversa é A= =1 — A.

(a) Suponha que todas as entradas da i-ésima linha de A s@o nulas.
Entao, dada uma matriz B n x n, fazendo-se C' = AB, tem-se

n
Cii = E aikbrj = 0.
k=1

Em particular, C' ndo é a matriz identidade I, donde se conclui que A
nao é invertivel.

(b) Analogamente, se as entradas da j-ésima coluna de A sao todas nulas,
entao, para toda B n x n, e C' = BA, tem-se

n
Ciyy = E bikakj =0,
k=1

donde se infere que C' # [ e, portanto, que A nao é invertivel.
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20. (a) Supondo-se A e B semelhantes, tem-se que existe M, invertivel, tal
que A = M~'BM. Assim, observando-se que f(AB) = f(BA) para
quaisquer matrizes A, B € M(n), tem-se

f(A) = f(M~'BM) = f(M"'MB) = f(IB) = f(I)f(B) = f(B).
(b) Seja A € M(n) invertivel. Entdo,
L= f(I) = f(AATY) = f(A) F(AT).
Logo, f(A) #0e f(A™!) =1/f(A).

Capitulo 2

1. Suponha que 0 e 0’ sejam vetores nulos de um espaco vetorial V. Sendo 0
um vetor nulo, temos que 0'+0 = 0". Porém, sendo 0’ também um vetor
nulo, temos 0 + 0’ = 0. Segue-se dessas igualdades e da comutatividade
da adicao de vetores que 0 = 0'.

2. (a) Procedendo-se como no Exemplo 2.5, verifica-se que W ¢é o subespago
de R? gerado pelo vetor v = (—1,1).

(b) Procedendo-se como no Exemplo 2.7, verifica-se que W é o subespago
de R? gerado pelos vetores v; = (1,0,0) e vy = (0,1,0).

(C) Dado v = (flf,y,Z) < VVvZ > 07 tem-se que —v = (-l‘, Y, _Z> g w.
Logo, W nao é um subespaco de R3.

(d) E imediato que a matriz nula de M(n) é diagonal, que a soma de
matrizes diagonais é uma matriz diagonal, e que o produto de um escalar
por uma matriz diagonal é também uma matriz diagonal. Logo, W é um
subespaco vetorial de M(n).

(e) A soma de dois polinomios de grau n de Pt,R] nao é, necessaria-
mente, um polindomio de grau n ou o polindomio nulo. (Tome, por exem-
plo, n = 2 e os polindmios t*>+t e —t?+t.) Logo, W nao é um subespago
de P[t,R].
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3. E imediato quese U C WouW C U, entao UUW é um subespaco de V.
Suponhamos, entao, que U ¢ W e W ¢ U, e provemos que U UW nao é
um subespago de V. Para tanto, tomemos v € U/W (isto é, u pertence
a U e nao pertence a W) e v € W/U. Claramente, u,v € U U W. Porém,
u+v ¢ U. Caso contrario, terfamos v = (u +v) —u € U (j& que U é um
subespago), o que contradiz nossa hipdtese. Analogamente, verifica-se
que u+v & W, donde u+v ¢ UUW. Logo, U UW nao é um subespaco
vetorial de V.

4. Temos que (4,—2,5,—1) € ger{(1,—1,0,1),(0,1,1,—1),(1,—1,1,0)} se,
e somente se, existem escalares x,y e z, tais que

2(1,-1,0,1) + y(0,1,1, =1) + 2(1,-1,1,0) = (4,-2,5,—1),

isto é, se, e somente se, o terno (z,y, z) é solugao do sistema linear

x + z = 4
-r + y — z = =2
y + 2z = 5

r — y = —1.

Escalonando-se a matriz aumentada desse sistema, obtém-se

1
0
1
0

oS O O =
o O = O
S W N =

donde se conclui que x = 1, y = 2 e z = 3. Logo, (4,-2,5,—1) €
ger{(1,—1,0,1),(0,1,1,-1),(1,-1,1,0)}.

5. Claramente, dim W; = dim W5 = 3, de modo que é suficiente mostrar
que todos os geradores de Wy pertencem a W;. Para tando, observemos
que um vetor w = (a, b, ¢, d) pertence a W se, e somente se, o sistema
AX = [w] admite solugao, em que A é a matriz 4 X 3 cujas colunas sao os
geradores de W;. Resolvendo esse sistema, conclui-se que w se escreve,
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necessariamente, como w = (a,b, —a + b/4,d). Dali, conclui-se que cada
um dos geradores de W5 pertence, de fato, a Wi, donde Wy = W,

. Sejam v = (xq,...,2,) e w = (yi,...,Y,) solugdes do sistema AX = 0.
Entao, AJv] = A[w] = 0. Observando-se que [v + w] = [v] + [w] e que,
para todo A € R, [Av] = Alv], tem-se

Alv+w] = Ajv] + Alw] =0 e A[l] = NAJv] =0.

Logo, v + w e Av sao solugoes AX = 0, donde se infere que o conjunto
solucao de AX = 0 é um subespago de R"™.

. A fim de investigar a dependéncia linear dos vetores dados, consideremos
a equacao
x(A,1,0) +y(1, A1)+ 2(0,1,X) = (0,0,0),

a qual equivale ao sistema linear

(%) r + My + 2z =0
y + Az = 0.

E imediato que esse sistema admite apenas a solucao trivial se A = 0
ou A = 1. Assim, em qualquer desses casos, os vetores dados sao LI
Suponhamos, entao, que A # 0 e A # 1. Nesse caso, escalonando-se a
matriz reduzida desse sistema, obtém-se

A1 0
A2—1

X A >\3}2>\ ,

0 0 e

donde se conclui que o sistema (x) admite solu¢do nao trivial se, e so-
mente se, A = +4/2. Assim, para esses valores de A, e somente esses, 0
vetores dados sao linearmente dependentes.
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8.

10.

11.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Argumentando por contraposi¢ao, temos que C = {vy,...,v,} é LD se,
e somente se, existem escalares z1,...,z,, nao todos nulos, tais que

Tv1 + -+ 20, = 0.
Essa igualdade, porém, equivale a
AX = z1[v] + -+ x,[v,]) =0,
em que X é a matriz coluna

g

Tn

Logo, C é LD se, e somente se, o sistema AX = 0 admite uma solucao
nao trivial.

Basta considerar trés vetores em um plano, sem que dois deles sejam
multiplos um do outro. Por exemplo, v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e
vg = (1,1,0).

Consideremos a equagao z(u + v) + y(u + w) + z(v + w) = 0. Entao,
(x+yu+ (z+2)v+ (y+ 2)w = 0.
Uma vez que u,v e w sao LI, devemos ter
rty=x+z=y+z2=0,
donde z = y = z = 0. Logo, o conjunto {u + v,u + w,v + w} é LI
Segue-se diretamente da definicao de polinomio que o conjunto
B={1,tt, . . .,t"}

gera P, e é L1. Logo, P, é um subespago de P[t,R] e B é uma de suas
bases, donde dim W =n + 1.
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Dada uma matriz B € W4, fagcamos

s=[0 )

Com essa notagao, a igualdade AB = BA equivale as igualdades:

a + b = a + ¢
a + 2b = b + d
c + d = a + 2
c + 2d = b + 2d,

as quais, por sua vez, implicam b = ¢ = d — a, isto é,

a d—a 1 -1 01
B= - .
{d—a d } a{—l O}erL 11

Logo, W4 é o subespaco de M(2) geraldo pelas matrizes
1 -1 o 01
—1 0 1 1]’

(a) Dados k,l € {1,...,n}, com k <1, seja Ay = (ajj)nxn € M(n), tal
que ay = 1 e a;; = 0 sempre que ¢ # k ou j # [. Claramente, o conjunto
B ={Ag;1<k<I[l<n}éuma base de Wigz,,. Além disso, temos que
B contém (n* +n)/2 elementos, donde dim Wig,, = (n? + n)/2.

donde dim W, = 2.

(b) Analogamente ao item anterior, tomando-se 1 < | < k < n e
definindo-se Ay = (@;j)nxn pOr ag = 1 e a;; = 0 para i # k ou j # [,
tem-se que B = {Ap; 1 <1 < k < n} é uma base de Wiye, donde
dim Wit = (n? +n)/2.

(c) Dados k,l € {1,...,n}, defina Ay = (aij)nxn € M(n) por ay =
ag, = 1 e a;; =0 para (i,7) # (k,1) e (4,5) # (I, k). Nessas condigoes,
temos que B = {Ay; 1 <[,k <n} é uma base de Wy, donde se infere
que dim Wy, = (n? +n)/2.
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14.

15.

16.

17.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

(d) No caso das matrizes antissimétricas, para k # [ € {1,...,n}, defini-
mos Ay = (@ij)nxn € M(n) por agy =1, ay, = —1 e a;; = 0 para (i,j) #
(k,0) e (i,7) # (I,k). Sendo assim, temos que B = {Ay; 1 <1l #k <n}
é uma base de Wgim. Logo, dim Wgm = (n? —n)/2.

Basta observar que todo polinomio f € P[t, R] pode ser identificado com
uma fungao f: R — R, f = f(¢). Com essa identificacao, P[t, R] passa
a ser um subespago de F(R,R). Porém, conforme constatamos, P|[t, R]
é de dimensao infinita. Logo, pela Proposi¢ao 2.10, vale o mesmo para
F(R,R).

Escalonando-se a matriz A, bem como sua transposta, conclui-se que
ambas sao linha equivalentes a

1 0 -1
01 2
00 0

Logo, Ly =Cr = ger{(L 0, _1)7 (Oa L, 2)}

Sejam uq,...,u, os vetores linha de A, e vy,...,v, seus vetores coluna.
Uma vez que

temos que

o u; = i\1,1,...,1)+pu(1,2,...,n);
o v, =A1,2,...,n) +puj(1,1,...,1);

donde se infere que
Ly =64 =ger{(1,1,...,1),(1,2,...,n)},
e que A tem posto 2 < n. Logo, A nao é invertivel.

Procedendo-se como no Exemplo 2.19, obtém-se as seguintes bases para
os subespacos dados:
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a) B={(3,—14,14),(0,-2,5)};
b) B ={(9,10,11,12), (0,8, 16,24)}.

18. Sejam vy, v9, v3 € v4 0s vetores coluna de A. Pelas condigoes do problema,
tem-se (vide Observagao 2.1),

-1

0 = [v1 vy V3 V4] = —vy +v3 + 2v4.

N = O

Considerando-se, também, os outros dois vetores que irao gerar o con-
junto solugao do sistema, (3,4,—2,5) e (1,4,0,9), obtém-se mais duas
equagoes vetoriais envolvendo os vetores coluna vy, ...,vs. Renindo-as
todas, tem-se o seguinte sistema de equagoes vetoriais:

—U1 + v + 2U4 =0
Jvy + 4dvy — 2v3 + Suy = 0 (B.1)
v1 + 4uy + v, = 0.

Uma vez que estamos buscando matrizes de posto 1, podemos supor
vy = 0. Nesse caso, verifica-se facilmente que, dado v # 0 em R?, a
quadra de vetores
v

v =0, ’UQZ—Z, v3=1v e v4 =0,
é uma solucao de (B.1). Assim, cada um dos vetores

(—1,0,1,2), (3,4,-2,5) e (1,4,0,9)
¢ uma solucao do sistema linear homogéneo AX = 0, em que

A=1Jv —v/4v 0.

Claramente, A tem posto 1. Além disso, se w = (a,b, ¢, d) é solucao de

AX =0, entao,
b
(a— 1 +c> v = 0.
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19.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B
Logo, w = (a,b, —a + b/4,d), donde se infere que o conjunto solugao de
AX = 0 tem dimensao 3. Sendo assim, uma vez que o conjunto
{(_17 07 L 2)7 (37 47 _27 5)7 (L 47 07 9)}

é LI (verifique!), tem-se que o mesmo constitui uma base do conjunto
solucao de AX = 0.

Designemos por wi, ws € ws os vetores coluna de B, a serem determina-
dos, e escrevamos:

wy = ($1,I2,$3;$4,$5)’ Wy = (yl,yz,yg,y4,y5), wsg = (21,22723;2’4725)-

Uma vez que AB = [AJw] Alws] Aws]] (vide Exercicio 8 — Cap. 1),
devemos ter

Alwy] = [v1], AJws] = [v4] e Aws] = 0.

Porém,
o
T 5
Alun] = [[v1] [vo] [vs] [vd] [5]] 23] = i[vi]-
T4 i=1
_x5_
Analogamente,

Alw,) = Z yilvi] e Alws] = Z zilvi)-

=1

Considerando-se todas essas igualdades, chegamos a

5 5 5
E T;V; = V1, E YiV; = Vg € E z;v; = 0.
i=1 i=1 i=1

Dai e da igualdade vy 4+ v9 — 2v4 4+ 3vs = 0, conclui-se que os vetores
coluna,

wy = (1,0,0,0,0), ws = (0,0,0,1,0) e ws = (1,1,0,—2,3)
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definem a matriz (de posto 3)

10
0 0
B=|00 o0,
01 —2
00 3

a qual cumpre AB = [v; vy 0].

Sejam e; = (1,0) e e; = (0,1) os vetores da base canonica de R2. E
imediato que as matrizes (descritas por seus vetores coluna)

A = [61 62], Ay = [62 61], A = [61 - 62], A = [62 - 61]

tém posto 2. Logo, sao invertiveis, pela Proposicao 2.14. Além disso,
tomando-se escalares A, ..., \s tais que

4
> XA =0,
=1

obtém-se as igualdades
()\1 -+ )\3)61 + ()\2 -+ )\4)62 =0e ()\1 — )\3)61 + ()\2 — )\4)62 = 0,

donde se infere que A\; = 0Vi = 1,...,4. Logo, as matrizes Aq,..., Ay
sao LI. Uma vez que dim M(2) = 4, segue-se da Proposi¢ao 2.10 que
B={A,..., Ay} é uma base de M(2).

A afirmacao segue-se diretamente do Lema 2.1 e das Proposigoes 2.5 e
2.10.

Dado v € V, temos que existem escalares \,...,\,, tais que

n k n
v=> Avi=3 Avit+ ¥ A €U+ W,
=1 =1

i=k+1
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23.

24.

25.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

donde V. = U + W. Além disso, dado w € U N W, existem escalares

Tlyeeoy Tk € Yka1, - - -, Yn, tals que

w—g T e w= E Yivi,

i=k+1

donde

k n

g Tv; — E yiv; = 0.

i=1 i=k+1
Uma vez que os vetores v; formam uma base de V, esta tltima igualdade
implica que os coeficientes x;, bem como os coeficientes y;, sao todos

nulos. Logo, w = 0, donde U N W = {0} e, portanto, V =U & W.

Segue-se do resultado do Exercicio 7— Cap. 1, que M(n) = W+ Wasim-
Além disso, se A € Wgm N Wagim, entdao A = A* = —A, donde A = 0.
Assim, Wi N Wagim = 0 e, portanto, M(n) = Weim & Wasim.

Suponhamos, por absurdo, que UNW = {0}. Nesse caso, pela Proposi¢ao
2.16-(ii), dim(U & W) = dim U + dim W > dim V, o que contradiz o fato
de que U @ W é um subespaco de V. Logo, existe um vetor nao nulo em
Unw.

Se UNW = {0}, o resultado segue-se da Proposigao 2.16-(ii). Suponha-

mos, entdao, que U N'W # {0}, e tomemos uma base {vy,...,v;} desse
subespaco. Suponhamos ainda que U e W tenham dimensoes m e n,
respectivamente, e tomemos bases By = {v1, ..., Uk, Ugs1,- - -, Un }, de U,
e By ={v1,..., 06 Wga1,...,w,}, de W. Assim, temos que

B ={v1,. . Uy Upg1y- ey U, Wity Wy}

constitui um conjunto de geradores de U + W.

Tomemos, agora, escalares x1,...,Tk, Ykils--->Ym € Zkily---,2n, tais
que

Za: v; + Z Yill; + Z ziw; = 0, (B.2)

i=k+1 i=k+1



251

e observemos que o terceiro somatorio é um vetor w de W. Escrevendo-o,
através da igualdade acima, como combinacao linear dos dois primeiros,
concluimos que w é também um vetor de U. Logo, existem escalares

1y, [, tals que

n k
w = E ZiW; = E HiVs,
i=1

i=k+1

donde se infere que todos os coeficientes z; e p; sao nulos, pois By é uma
base de W. Em particular, w = 0. Dai, da igualdade (B.2), e do fato de
By, ser uma base de W, conclui-se que os coeficientes x; e y; sao também
nulos. Desta forma, B é LI e, portanto, é uma base de U + W. Logo,

dim(U+W) = k+(m—Fk)+ (n—k)
= m+n—=k
= dimU +dim W — dim(U N W).

Capitulo 3

1. Procedendo-se como nos Exemplos 3.3 e 3.4, verifica-se que as aplicacoes
dos itens (a) e (c) s@o lineares. A aplicagdo T' do item (b) nao é linear,
pois 7'(2,2,0,0) = (4,0) # 2(1,0) = 27°(1,1,0,0). A aplicacao T" do item
(d) tampouco é linear, pois 7'(0,0) = (—2,0,0) # (0,0, 0).

2. Sejam u,v € T~ (Wy) e A € R. Assim, temos que T'(u), T'(v) € Wy. Dali,
da linearidade de T, e do fato de Wy ser um subespaco de W, tem-se
que T(u + \v) = T(u) + AT (v) € Wy, donde u + Av € T~(Wp). Logo,
T~1(Wy) é um subespago vetorial de V.

3. Sejam A1, ..., \x € R, tais que A\jv; + - - -+ A\gvp = 0. Aplicando-se T' em
ambos os membros dessa igualdade, e considerando-se sua linearidade,
obtém-se \;T(v1) + -+ + NT'(vg) = 0. Porém, {T'(vy),...,T(v)} é LI,
donde \; = -+ = A\, = 0. Logo, {v1,...,vx} é Ll em V.
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4. Dado v € V4 Vi, existem vy € Vj e vy € V4, tais que v = vy + v, donde

T(v) =T(vo)+T(v1) € T(Vo)+T(V1). Logo, T(Vo+V1) C T (Vo)+T (V).
Agora, dado w € T(Vp) + T'(V1), existem vy € Vy e vy € V], tais que
w = T(vy) +T(v1) = T(vo+ v1) € T(Vy + V1), donde T'(Vp) + T(V1) C
T (Vo + V1). Dessa forma, T (Vo + Vi) = T (Vo) + T (V).

(a) Uma vez que T(0) = 0 = A0, temos que 0 € V). Agora, dados
u,v € Vy e p € R, tem-se

T(u+ pv) =T(u) + pT(v) = Au+ pIv = Mu + po),

donde u + pv € V). Logo, V) é um subespaco de V.

(b) Tomemos escalares ay, as € R, tais que ajv; +asvy = 0. Aplicando-se
T em ambos os membros dessa igualdade, obtém-se a; Ajv; + as vy = 0.

Porém, ajv; = —agvy, donde as(Ay — Aj)ve = 0. Uma vez que A\ # Ay e
vy # 0, tem-se ay = 0. Dai, ayv; = —asvy = 0, donde a; = 0. Logo, v; e
V9 sao LI.

Se a i-ésima linha de A for nula, entdo, para todo (z1,...,x,), a i-
ésima coordenada de T'(xy,...,z,) serd nula (vide Observagao 3.1-(ii)).
Nessas condigoes, fazendo-se W = ger{ey,...,€;_1,€i11,...,€,}, tem-se

que dimW =n —1e T(R") C W. Logo, T nao é sobrejetiva. Decorre
também do fato de A ter uma linha nula que o sistema homogéneo AX =
0 admite uma solugao nao trivial (vide Proposigao 2.14), isto é, existe
v € R" v # 0, tal que AJv] = 0. Dessa forma, T'(v) = T(0) = 0, donde
T nao ¢ injetiva.

Suponhamos agora que a j-ésima coluna de A seja nula. Entao, T'(e;) =
0 = 7'(0), donde T nao é injetiva (vide Observagao 3.1-(i)). Além disso,
uma vez que Im 7T = ger{T'(e1),...,T(ej),...,T(en)} (pela Proposigao
3.5), temos que dim(Im7") < n — 1, donde se infere que 7" ndo é sobre-
jetiva.

Por hipétese, existe um vetor nao nulo v; € R", tal que f(v) # 0, donde
ger{ f(v1)} = R. Tomando-se uma base B = {vy,...,v,} de R" contendo
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vy, segue-se da Proposicao 3.5 que f(R") = ger{f(v1),..., f(vn)} = R.
Logo, f é sobrejetiva. Além disso, pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem,
dim(nuc f) = n—1. Assim, podemos supor que vy, ..., v, € nucT. Nesse
caso, fazendo-se a = f(v;), tem-se

flre, .. xn)s =21 f (1) + 22f (v2) + -+ + xp f(v,) = ax;y.
Dai, tem-se que a matriz de f com respeito a B é:
fls=[a 0 0 - 0].
. Dadas matrizes B,C € M(2), e A € R, tem-se
T(B+AC)=A(B+\C)=AB+  AC =T(B)+ \T(C),

donde se infere que 7' ¢ linear. Ademais, fazendo-se A = (a;j)ax2 €
tomando-se a base canonica B = {E;;; 1 < i,j < 2} de M(2) (vide
Exemplo 2.9), verifica-se facilmente que
Assim, ordenando-se a base B como

E117 E127 EZI; E227

tem-se que a matriz de T' com respeito a B é

a1 0 0 0
0 a12 0 0

Tlr =
TE=10 0 an 0

0 0 0 929

. /
. A fim de determinarmos [I]5 , escrevamos os vetores de B em coordenadas
com respeito a B’

(1,1) = a(2,1) + b(0,1)
(=1,1) = e(2,1) + d(0, 1).
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Resolvendo-se os sistemas lineares para a,b e ¢, d, obtém-se
1 1 1 3
Ty Ty T Ty
donde se conclui que
B 1/2 —1/2
]z = .
/2 3/2

Uma vez que [I]3, é a inversa de [I]5, tem-se

B { 3/2 1/2]‘

B o1/2 1/2

Para o vetor v = (—1, 3), temos que

/ /2 —1/2| [-1 -2
5= I B — - .
A I I S I
Desta forma, v = (—1,3)s = (—2,4)s. Analogamente, para o vetor

w = (—1,3)p, temos que

e = nlale = |32 V217 3]
donde w = (—1,3) = (3,2)s.

Procedendo-se como no Exemplo 3.12, obtém-se

3/2 —1/2} |

Tls = {3/2 3/2

’ ey . / . s . .
Dai, utilizando-se as matrizes [I]5 e [I]5,, obtidas no exercicio anterior,

e lancando-se mao da Proposigao 3.3, obtém-se

mgzu@wwm%=ﬁﬁ'ﬁg}

Quanto ao trago dessas matrizes, tem-se

trago [1']g = traco [T']g = 3.
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Uma vez que [v]p = [I]5 [v]s, temos que um vetor v € R? satisfaz [v] =
[v]g se, e somente se, [I18[v]g = [v]s, 0 que é equivalente a

(1E — D]z =0,

em que [ é a matriz identidade de M (3). Assim, [v]g = [v]5 se, e somente
se, [v]p é solugao do sistema linear homogéneo AX = 0, em que A =
[1]5 — I. Sendo B’ a base canoénica de R?, temos que os vetores de B sao
justamente os vetores coluna de [I]%, isto é

5 —6 —6
g =1-1 4 2f,
3 —6 —4
0 que nos da,
5 —6 —6 1 00 4 —6 —6
A=1|-1 4 2| -0 1 0f=1|-1 3 2
3 —6 —4 0 01 3 —6 -5

Escalonando-se A, verifica-se que o conjunto solucao de AX = 0 sao os

ternos da forma (3t,—t,3t), t € R. Logo, v satisfaz [v]g = [v]s se, e
somente se,
3t 3
[’U]B: —t|{=t|-1|, teR
3t 3

Logo, todos os vetores do subespago W gerado por w = (3, —1, 3)5 tém
as mesmas coordenadas com respeito as bases B e B'.

Observando-se que v; = (1,0,1,0) e v = (—1,0,0,1) sdo LI. Podemos
escolher vs, vy € R, tais que B = {vy, v, v3,v4} seja uma base de R%.
Assim, basta definir 7" como o operador linear que satisfaz

T(v;) = T(vy) =0, T(vs) = (1,-1,0,2) e T(vg) = (0,1,—1,0).
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14.
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Procedendo-se como no Exemplo 3.14, no caso da transformagao linear
T:R* - R3 T(x,y) = (3x — 2y, z — y, —2x + 2y), obtém-se

nucT = {0} e ImT = ger{(3,1,-2),(—2,—1,2)},

donde se infere que T é injetiva (por ter nicleo trivial) e ndo sobrejetiva
(pois dim(Im7T') = 2 < 3 = dim R?).

Quanto ao operador T : R* — R3, dado por
T(z,y,2) = (x+y—2z,0 —2y+ z,x — 2),
tem-se
nucT = ger{(1,1,1)} e ImT = ger{(1,1,1),(1,—-2,0)}.

Nesse caso, 7" nao é injetiva (por ter niucleo nao trivial) e tampouco
sobrejetiva (pois dim(Im7') = 2 < 3 = dim R?).

Segue-se diretamente da definigdo de T' que nucT = {0}, bem como que
ImT = ger{t3,t,t}.

(a) Se T} = ToT, entdao Im T} = Im (727T) C Im7Ts. Reciprocamente,
suponhamos que Im7; C Im7T,. Sendo assim, dada uma base B =
{vi,...,0,}, existem wy, . . ., wy, tais que Ty (v;) = To(w;) Vi € {1,...,n}.
Definindo-se, entao, 7' € .Z (V') por T'(v;) = w;, tem-se T3 (v;) = ToT'(v;),
donde 17 = T5T.

(b) Se Ty = TT,, entdao nucTy; = nuc (TT3) D nucTs. Reciprocamente,
suponhamos que nuc Ty C nucTj. Se nuc Ty = {0}, entdao Ty é bijetiva.
Dai, definindo-se T' = 71Ty *, teremos T} = T'T5. Suponhamos, entdo, que
dim(nucTy) =k, 1 <k < n. (Lembre que T3 # 0, de modo que devemos
ter k& < n.) Considere uma base B = {v1,..., 0k, Ukt1,-..,0n}, de V,
tal que {vq,...,vx} seja uma base de nucTy. Assim, a restrigao de Th
ao subespago W = ger{vi41,...,v,} serd injetiva, pois nuc Ty = {0}.
Em particular, os vetores T5(vgi1),. .., To(v,) s@o LI. Podemos, entdo,
tomar uma base B’, de V, a qual contenha esses vetores, isto é, B’ =
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{wy, wa, ..., w, To(Vks1), - - ., To(v,)}. Agora, basta definir T' nos vetores
da base B’ da seguinte forma:

T(w)=0Vie{l,....,k} e T(To(v;))=Ti(v;) Vie{k+1,...,n}.

Dai, e da inclusao nuc7y C nucT}, conclui-se que as transformacoes
lineares T e T'T5 coincidem em B, isto é,

T1<’Ui) = TTQ(’UZ) Vi € {1, Ce ,n}.
LOgO7 T1 = TT2

Sendo W, um subespago de W, temos que 0 € Wy, donde nucT =
T-1{0} c T (Wy) = V. Porém, sendo Tj a restricao de T a Vj, tem-se
nuc Ty = nucT N Vy = nucT. Agora, aplicando-se o Teorema do Ntcleo
e da Imagem a transformagao T, tem-se

dim(nuc7) =dimV —dim7(V) > dim V' — dim W.
Aplicando-o agora a Tj, e usando-se a desigualdade acima, tem-se

dimVy = dim(nucTp) + dim T (V) = dim(nuc T') + dim T'(Vj)
> dimV —dim W + dim T'(Vj).

Dado w € Ty(nuc (T173)), tem-se que existe v € nuc(7175), tal que

T5(v) = w. Assim,
0 =T (T2 (v)) = Th(w),

donde w € nuc Ty, isto é, To(nuc (717) ) C nuc (T1).

Agora, fazendo-se K = nuc (71173) e aplicando-se o Teorema do Ntcleo e
da Imagem a Ty|x : K — T5(K), obtém-se

dim K = dim(nuc (T3|x)) + dim(75(K)) < dim(nuc 73) + dim(nuc 7).

Por fim, aplicando-se o Principio da Indugao, conclui-se facilmente que,
se T1,...Ty : V — V sao operadores lineares, entao

dim(nuc (77 ...Ty)) < dim(nucT}) + - - - 4+ dim(nuc k).
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(a) Temos que

posto (17 +T3) = dim(7} + 1) (U) = dim(71(U) + T5(U))

dim 71(U) + dim T»(U) — dim (77 (U) N T»(U))
dim Ty (U) + dim T5(U).

= postoT} + postoTs.

IN

Claramente, valera a igualdade se, e somente se, dim(77(U)NT2(U)) = 0,
o que equivale a T1(U) NTy(U) = {0}.

(b) Uma vez que posto (T377) = dim(7377)(U), é imediato que
posto (1377) < dim T5(V') = posto (T3),

e que vale a igualdade, se T} for sobrejetiva. Agora, dada uma base
B ={vy,...,v,}, de U, tem-se que

posto (T377) = dimger{T5(T1(v1)),...,T3(T1(v,))}
< dimger{T(vy),...,Ti(v,)} = posto (T}),

em que vale a igualdade, se T3 for injetiva, pois transformagoes lineares
injetivas levam vetores LI em vetores LI.

Sejam Aj...,\x € R, tais que
Mo+ AT (v) + -+ M1 (v) = 0.

Aplicando-se T* !(v) a ambos os membros dessa igualdade, obtém-se
MT*1(v) = 0, donde \; = 0, uma vez que 7" 1(v) # 0. Assim, temos

MT(v) + -+ N Hw) = 0.

Aplicando-se, agora, T2 a ambos os membros dessa tltima igualdade,
obtém-se Ay = 0. Apos k repeticoes desse procedimento, obteremos

A==\, =0.

Logo, {v, T(v), T?*(v),..., T* ' (v)} é LL
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Suponha que T? = 0. Dado w = T(v) € ImT, temos que T(w) =
T?(v) = 0, donde w € nucT. Logo, ImT C nucT.

Reciprocamente, se Im 7' C nuc 7, entao, para todo v € V, tem-se T'(v) €
nuc T, isto é, T'(v) = 0. Assim, T%(v) = 0, o que implica T? = 0.

Sejam T: R — R™ e Tg: R® — R transformagoes lineares, tais que
[T4] = A e [Ts] = B. Pelo Corolario 3.3, T4 nao é sobrejetiva, e Tp
nao ¢é injetiva. Logo, T4Ts nao é bijetiva. Porém, pela Proposicao 3.8,
AB é a matriz de T'yTg com respeito a base canonica de R". Logo, pelo
Corolério 3.5, AB nao é invertivel.

Considerando-se os vértices do paralelogramo como vetores, temos que
b—a=c—d,donde T'(b—a) = T(c — d) e, portanto, T'(b) — T'(a) =
T(c) —T(d). Logo, T'(a), T'(b), T(c) e T(d) sdo também vértices de um
paralelogramo (Lembre que, para que um quadrildtero seja um parale-
logramo, é necessario e suficiente que dois de seus lados opostos sejam
paralelos.)

Suponha que v € nuc (T — I), donde T(v) = v. Aplicando-se T*1 a
ambos os membros dessa igualdade, obtém-se T*~1(v) = 0, pois T* = 0.
Aplicando-se agora T%~2 a ambos os membros de T(v) = v, obtém-se
T*=2(v) = 0. Apds k — 1 repeticoes desse processo, obtém-se v = T'(v) =
0, donde nuc (7' — I) = {0}. Logo, T'— I é um isomorfismo.

Sejam Ty, Tp: R™ — R™ os operadores lineares de R", tais que [T4] = A
e [Tg] = B. Uma vez que AB = I, temos que TyTp = Ign, em que Ign
denota o operador identidade de R™.

Suponha que Tg(v) = 0. Entao, v = T4 (T (v)) = 0, donde Ts é injetiva
e, portanto, bijetiva. Dai, e do Corolario 3.5, temos que B é invertivel,
o que, juntamente com a igualdade AB = I, nos diz que A = B~*. Logo
A e B sao invertiveis, sendo uma a inversa da outra.

Facamos B = {v1,...,0,}, A = (aij)nxn, € definamos o operador T :
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27.
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V — V como aquele que satisfaz [Tz = A, isto é,
T(U]) = aljU1 —|—...+anjvn7 j = 17”'7n'

Uma vez que A e B sao semelhantes, exite uma matriz invertivel, M =
(Mij)nxn, tal que AM = MB. Seja Ty : V. — V o operador tal que
[TM]B = M, isto é,

Ta(vj) = myjug + -+ +myvn, j=1,...,n.

Sendo M invertivel, pela Proposicao 3.12, Ty, ¢é invertivel. Logo, pelo
Corolario 3.1, o conjunto B’ = {Ty(v1),...,Tu(v,)} é uma base de V.
Além disso, uma vez que os vetores Ty (v;) s@o os vetores coluna de M
em coordenadas com respeito a base B, segue-se da Proposicao 3.2-(i)
que M = [I]5,. Daf e da Proposi¢ao 3.3, obtém-se

[Tls = (1))~ [Tl = M~'AM = B.

Sendo A e B semelhantes, existe uma matriz invertivel M € M(n),
tal que AM = MB, donde T(M) = 0. Sendo M invertivel, tem-se
que M # 0. Logo, T tem nucleo nao trivial, donde 7" nao é bijetiva e,
portanto, nao é um isomorfismo.

Sejam Iy, e Iy as aplicacoes identidade de V' e W, respectivamente. E
imediato que T'Iyy = Iy/T. Consideremos o produto T'Iy, e fixemos bases
em V e W de acordo com o diagrama:

v Mooy Iow

(B1) (B2) (Bs)

Nessas condicoes, segue-se da Proposicao 3.8 que vale a igualdade:

[T1v)g = [T [Iv]%.

Analogamente, considerando-se o produto Iy T de acordo com o dia-
grama:

v Low mow

(B1) (B1) (By)-
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obtém-se
Bl 1y B,
1w T1% = [T )T

Considerando-se essas igualdades e fazendo-se
B/
M=[lw]y e N= [Iv]g,
tem-se

B B, ]B’

MIT)g = [Iwlg[Tls = IwTlg = [TIvlg: = [T [v) = [T N.

Capitulo 4

1. Facamos
a b a v
A p— B p—
[c d] © [c’ d’] ’
de modo que

a+1 b
c d+1]

a+i-|

o /
e B—]:{a Lo }

d d-1
Calculando-se os determinantes dessas matrizes, conclui-se facilmente

que det A = det(A + I) se, e somente se, traco A = —1, o0 que equivale a
A ser do tipo

a b
A= :
[c -1 - a}
Analogamente, det B = det(B — I) se, e somente se, seu trago é 1, o que
equivale a B ser do tipo
!/ b/
B= {a ,} .
c 1—a

Se A satisfizesse det A = det(A+1) = det(A—1I), terfamos que seu traco
seria —1, pela primeira igualdade, e 1, pela segunda, o que claramente
seria uma contradicao.
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2. Provemos por inducao. O caso n = 1 é trivial. Suponhamos que, para

toda matriz triangular superior de ordem n — 1 > 1, seu determinante
seja o produto das entradas de sua diagonal. Consideremos, entao, uma
matriz triangular superior de ordem n, A = (a;;). O desenvolvimento de
Laplace de A com respeito a sua primeira coluna, nos d&a

det A = aq; det Aq;.

Observando-se que Aj; é triangular superior, e que as entradas de sua
diagonal sao ass, ..., a,,, segue-se da hipotese de inducao que det A;; =
@93 . . . App, donde

det A = 11022 . .. App,

como desejado.

O caso em que A é triangular inferior é tratado de forma inteiramente
andloga.

Uma vez que A tem n? entradas, nas condicoes dadas, temos que o
nimero méximo de entradas nao nulas de A é n®> — (n> —n+1) =n—1.
Logo, pelo menos um vetor coluna de A serd nulo, donde det A = 0.

Pela n-linearidade do determinante, temos que det(—A) = (—1)"det A.
Assim, se A for antissimétrica e n for impar, teremos, em virtude da
igualdade (4.10), que

det A =det A" =det(—A) = (—1)"det A = — det A,
donde det A = 0.

Substituindo-se a segunda coluna de A por sua soma com a primeira
coluna, obtém-se a matriz

Alz

W O NN
Tt = W O
O~ W O
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de modo que, pela Proposicao 4.4,
det A = det A; = 2det A,

em que Ay € M(3) é a matriz

3 13
Ay =1 -1 1
5 =20

Agora, substituindo-se a terceira coluna de Ay por sua diferenca com a
primeira, obtém-se

3 1 0
A; =11 -1 0
5 —2 =5

Novamente pela Proposicao 4.4, tem-se det Ay = det A3. Dessa forma,
considerando-se o desenvolvimento de Laplace de Az com respeito a ter-
ceira coluna, obtém-se

1
det A = 2det Ay = 2det Ay = —10' il)’ X ‘ = —10(—3 — 1) = 40.
. Sejam vy, ..., v, os vetores coluna de A, e v € R", o vetor cujas coorde-

nadas sao todas iguais a 1. Fazendo-se w = vy + - -+ + v,,_1, segue-se da
hipétese que v,, = kv — w. Logo,

det A = det(vq,...,05_1,kv —w) = kdet(vy,...,v,_1,0),
donde se infere que k divide det A.

. O caso n =1 é trivial. Suponhamos, entao, que o resultado seja verda-
deiro para n—1 > 1. Se a primeira coluna de A = (a;;) for nula, teremos
que det A = 0. Assim, tomando-se como B a matriz nula de M(n), a
qual é triangular, tem-se det A = det B. Suponhamos, entao, que a;; # 0
para algum ¢ € {1,...,n}. Uma vez que a troca de linhas altera apenas
o sinal do determinante, podemos supor que ¢ = 1, isto é, que ay; # 0.
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Agora, efetue sobre A as seguintes operacoes sobre suas linhas, a partir

da segunda:

ai .

—ly, 1=2,...,n,
an

donde se obtém a matriz A" = (aj;), cujas entradas da primeira coluna,
exceto por aj; = ay1, sdo todas nulas. Pela Proposigao 4.4,

|d€t A’ = |det A,| = |CL11 det A11|.

Aplicando-se a hipdtese de indugao sobre Ajq, tem-se que |det Ay;| =
|det B'|, em que B" € M(n — 1) é triangular. Podemos, entao, definir
B € M(n) como a matriz

aiy 0 0 cee 0
B— 0 b/11 b/12 U bll(n—l)
0 b/(nfl)l b/(nfl)Q e b/(nfl)(nfl)

Claramente, B ¢ triangular, e sua natureza, superior ou inferior, é igual
a de B’. Sendo assim, pelas consideracoes acima,

\detA| = |CL11 detAH] = |CL11 det B/‘ = |det B’

Nas condigoes dadas, temos que A se escreve como

1
A= la
b

o = Q2

b
c
1

Denote por ¢1, {5 e {3 as linhas de A, e considere a matriz B obtida de
A efetuando-se sobre suas linhas as transformagoes elementares:

52—>€2—a€1 e gg-)ﬁg—bgl,
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isto é,
1 a b
B=|0 1—a® c—ab
0 c—ab 1—0°

Assim, pela Proposicao 4.4,
det A =det B = (1—a*)(1—0%) — (c—ab)* < (1 —a*)(1—0b?).
Uma vez que, por hipdtese, a? e b? sdo ambos < 1, temos que det A < 1.

. Para n = 2, temos que

1 1
a; Qs

det A =

= a2 — ay,

o que prova a igualdade nesse caso. Suponhamo-la verdadeira, pois,
para n — 1 > 2. Procedendo-se como no Exemplo 4.4, consideremos as
seguintes operacoes sobre as linhas de A :

gn — gn — alﬁn,l, gn,1 — gn,1 — alfn,g, R 762 — 62 — alfl.

A matriz resultante, entdo, sera

1 1 1 e 1 1

0 as — aq az — a, a, — a1
B=10 a2—aa, az — ayas e adk —aay

0 ab ' —aay? ay 't —aad? - a7l —aya 2

Agora, observe que a j-ésima coluna da submatriz By, de B, contém o
fator a; — a;. Levando-se isso em consideragao, segue-se da Proposicao
4.4 que

det A =det B = (ay —ay)(ag —ay) ... (a, —ay)det C, (B.3)
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em que C' é a seguinte matriz de Vandermonde de ordem n — 1,

a2 a3 DY an

Pela hipétese de indugao,

detC’:H(ai—aj), i,j€{2,...,n},

o que, juntamente com (B.3), nos d&

det A = H a;—a;), 1,5€{1,2,...,n}.

1>
Temos que [Tv;] = [T][v;], de modo que as colunas da matriz associ-
ada a n-upla vetorial (T'(vy),...,T(v,)) s@o [T][v1],...,[T][vs], isto é,
(T(v1),...,T(vy)) = [[T][v1] - - [T][ )] Além disso,

[T]=[[T(ex)] - [T(en)]] = (T(e1), ..., T(en)).
Dessa forma, pela Propriedade Fundamental

det(T(v1), ..., T(vn)) = det[[T][oa] - - [T][vn]] = det([T][[vn] - - - [vn]])
det[T] det[[vy] - - - [vn]]
= det(T(e1),...,T(e,))det(vy, ..., vp).

(Vide Vide Exercicio 8 - Cap. 1.)
Segue-se da Propriedade Fundamental e da igualdade (4.10) que
1 = det(AA*) = det Adet A* = (det A)?,

donde det A = +1.
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12. Suponha que A e B sejam semelhantes. Entao, existe M € M(2), in-
vertivel, tal que AM = MB. Temos, também, que det A = det B e
traco A = traco B. Dai, tem-se as seguintes igualdades:

ac=1 e a+c=2cosh.
Combinado-as, obtém-se
0=a*—2acosf+ 1= (a—cosh)? + sen?d,

donde ¢ = cosf e senf = +1.

Ocorrendo sen @ = 1, tem-se que A = I, donde
B=M"'AM =M'M = 1.
Analogamente, ocorrendo sen # = —1, tem-se que B = —1.

13. Uma vez que A e B sao linha equivalentes, temos que qualquer uma
delas pode ser obtida da outra por meio de uma sequéncia de operacoes
elementares sobre suas linhas. Relembremos que essas operacoes sao:

(Eq1) troca de posigao entre duas linhas ¢; e ¢;;
(E2) multiplicacdo de uma linha ¢; por um escalar A # 0;

(E3) substitui¢do de uma linha ¢; por ¢; + \¢;, sendo A um real nao nulo.

Agora, observemos que o determinante de uma matriz troca de sinal,
quando nela se realiza a operacao E;. No caso da operacao Es, o deter-
minante ¢ multiplicado por A, e no caso da operacao Eg, o determinante
fica inalterado, em virtude da Proposicao 4.4.

Assim, no caso particular em que o determinante é nulo, nenhuma das
operacoes elementares o altera. Logo, det A = 0 se, e somente se, det B =
0. Se det A # 0, entdao det B = det A se, e somente se, a sequéncia de
operacoes sobre as linhas de A que a transformam em B tem as seguintes
propriedades:



268

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

e O total de operacgoes do tipo E; é par;

e O produto de todas as constantes A nas ocorréncias (havendo al-
guma) da operacao Eg é igual a 1.

14. Uma vez que as linhas de A sao as colunas de A* e vice-versa, eliminando-

15.

16.

se a i-6sima linha e a j-ésima coluna de A, obténdo-se assim A;;, e depois

transpondo-a, equivale a eliminar a j-ésima linha e a i-ésima coluna de
* * * A%

A*, o que resulta em A%, Logo, (4;;)* = Aj;.

Temos que adj A = (d;;), em que d;; = (—1)"™ det Aj;. Assim, escrevendo-
se adj A* = (¢;;), tem-se

Cij = (—1)i+j det A;Z = (—1)i+j det(AU)* = (—1)i+j det Aij = dﬂ
Logo, adj A* = (adj A)*.
(a) Uma vez que A e B sao invetiveis, temos que AB é invertivel. Logo,

adj (AB) = det(AB)(AB)' = (det Adet B)B~'A™!
= (det B)B '(det A)A™! = adj B adj A.

(b) Supondo-se AB = BA, temos que BA™! = A7 B. Dai, tem-se

(adj A)B = (det A)A™' B = (det A)BA™! = Badj A.

Uma vez que A é invertivel, temos que a solugao do sistema AX = B é

X=A"'B= djA)B. B4

——(adj 4) (B.4)
Escrevendo-se b = (by,...,b,) e considerando-se o desenvolvimento de
Laplace de A; = (v1,...,vj-1,b0,0j41,...,v,) com respeito a j-ésima

coluna, tem-se
n

det Aj = Z(-l)z—wbz det A’LJ

i=1
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Agora, fazendo-se adj A = (d;;), tem-se d;j; = (—1)""7 det A;;. Assim,
pela igualdade (B.4),

1 < 1 o 1
L= b= ——(—1)"1 A= — A
i det A ; djibi det A( )" det Y det A det 4,

Dadas A, B € M(n) e A € R, tem-se
T(A+AB) = M(A+AB)—(A+AB)M
— (MA— AM)+ A(MB — BM)
= T(A)+ \T(B),

donde T é linear. Ademais, T'(I) = 0, o que implica que nucT # {0}.
Logo, T nao ¢é injetiva e, em particular, nao é invertivel. Sendo assim,
det T = 0.

Consideremos a base canonica de M(2),

1 0 01 0 0 0 0
11 |: O O :| ) 12 |: 0 O :| ’ 21 |: 1 0 :| ) 22 |i 0 1 :|

Aplicando-se T' em cada um dos vetores dessa base, obtém-se

T(EH):{_Z _” o T(Elg)z{g _ﬂ

bem como

T(E”):{g g] ¢ T(E”):[g 182}’

de modo que a matriz de T' com respeito a base canonica de M(2) é

2 04 0
1 4 2 8
1] = . )
2 06 0
-1 —4 3 12

cujo determinante é igual a 1600. (Para calculd-lo, substitua a primeira
linha pela sua soma com a terceira.) Dessa forma, det T" = det[T] = 1600.
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19. Considerando-se a igualdade
n
Zdet(vl,vg,...,vj_l,wj,vj+1,...,vn) =0
7j=1

para wy = vy e w; = 0Vj # 1, obtém-se det A = 0. Analogamente, dados
i,j € {l,...,n}, facamos w; = e; e wy = 0Vk # j. Nesse caso,

n

0 = E det(vy,va, ..., 0521, W, ,Vjq1,...,0p)
j=1
det(vl,vg,...,vj,l,ei,vjﬂ,...,vn)

Desta forma, todas as submatrizes quadradas de ordem n — 1 de A tam-
bém tem determinante nulo. Segue-se, portanto, da Proposicao 4.6, que
o posto de A é menor que n — 1.

20. Uma vez que A é invertivel, e que (det A)(det A~') = 1, segue-se da
Propriedade Fundamental que:

det(I + AB) = det(A™'(I + AB)A) = det(I + BA).

21. Efetuando-se o produto sugerido, tem-se

A B[l 0 |A+BX B
C D||X I| |C+DX D|’
A fim de aplicar a Proposigao 4.7, devemos escolher X € M(n) de tal
modo que se tenha C'+ DX = 0. Sendo D invertivel, essa igualdade nos
dd X = —D71(C. Assim, a igualdade acima assume a forma
A Bl |I 0] |A+BX B
C D||X I| 0 D|’
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Logo, pela Propriedade Fundamental e pela Proposigao 4.7,
A B A B I 0
det M = det {C D} = det {C’ D} det [X ]]

A+BX B
0 D

= det(AD — BD),

= det { ] = det(AD + BXD)

em que, na ultima igualdade, usamos o fato de que C' e D comutam.

Capitulo 5

1. Sejam u, v, w € V e p € R. Uma vez que (, ); e (, )2 s@o bilineares,
temos que
(u+pv,w)y = (u+pv,w) + Au+ pv,w),
= <U, w)l + ﬂ(vv w>1 + >\<U, w>2 + /\,M<U, w>2
= (u,w) + pfv, w),
donde (, ) é linear com respeito a primeira varidvel. Analogamente,
mostra-se que (, ) é linear também com respeito a segunda varidvel.

Agora, uma vez que (, )1 e (, )9 sdo simétricas, tem-se

(vyw) = (v,w)1 + ANv,w)y
= (w,v); + Mw,v)s

= <w7v>7

donde (, ) é simétrica.

Por fim, uma vez que cada um dos produtos, (, ); e (, )2, é positivo
definido, tem-se
(v,v) = (v,v)1 + A(v, V)9 > 0.

Além disso, (v,v) = 0 se, e somente se, v = 0. Logo, (, ) é um produto
interno em V.
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2. Basta observarmos que, tomando-se os vetores (nao nulos)
vy = (1,0,...,0)5, v2=(0,1,0,...,0)5, ... ,v, =(0,0,...,0,1)p,
tem-se, pela positividade do produto interno, que

aii:(v,-,vi>>0 ‘v’z:l,,n

3. (i) A bilinearidade de (,)q segue-se diretamente da bilinearidade de ()
e da linearidade de 7. E imediato, também, que (, )o é simétrica. Agora,
dado v € V| tem-se (v,v)g = (T'(v),T'(v)) > 0. Ocorrendo a igualdade,
tem-se T'(v) = 0, pois (,) é positiva definida. Porém, sendo T injetiva,
devemos ter v = 0. Logo, (, )¢ é positiva definida e, portanto, um produto
interno.

(ii) Denotando-se por (, )¢ o produto interno em M (m,n) induzido pelo
isomorfismo T, tem-se

<A, B)O = Z Z aijbz-j, A, B e /\/l(m, TL)
i=1 j=1

Escrevendo-se A = (ajj)mxn, B = (bij)mxn € B* = (b;f‘j)nxm, tem-se
bi; = bji. Assim, fazendo-se AB* = (Cij)mxm, tem-se

n n
*
Ciyy = E aikbki = E @i bik,
k=1 k=1
donde

trago(AB™) ZC“ = Z Zn:aikbik = (A, B)o.

=1 k=1

4. A igualdade em (i) segue-se diretamente das igualdades ||v + wl||* =
(v+w,v+w)ellv—w|?=(v—w,v—w), bem como da bilinearidade
do produto interno.

Quanto a desigualdade em (ii), dados v, w € V| tem-se

[o]l = (v = w) +w]| < o = w[| + [w],
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donde ||[v — w|| > ||v|| — ||w]||. Dai, tem-se
lv = wll = [lw = o] = [fwl] =]
Logo, [[[v]l = [[w[[| < [lv = w].
. Temos que
lv = wlf* = (v —w,v —w) = [Jo]|* = 2{v, w) + [w]]?,

donde facilmente se obtém a igualdade desejada.

. As propridades (i) e (ii) seguem-se diretamente da positividade e da
homogeneidade da norma, respectivamente. Quanto a propriedade (iii),
tem-se

dist (v, w) = |lu—w[| = [[(u—v) + (v —w)]
lu—v|| + [|[v — w]|| = dist (u, v) + dist (v, w).

IN

. Aplicando-se a Desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores v = (¢, 1) e
w = (1,z) de R?, tem-se

(z+0)” = (,w)” < [loflw]* = (¢ + D1 +27),
donde f(x) = (z +¢)*/(z*+1) <1+~
. Fazendo-se w = zu + yv, a igualdade <(u, w) = <(w,v) equivale a

() (aut yo,v)
Tl ol

)

a qual, por sua vez, equivale a
(lull*loll = llull(w, o)z + (=llel[lo]* + o]l u, v)y = 0.
Claramente, essa igualdade ¢é satisfeita para « = ||v|| e y = ||u||, donde
w = [[vllu + [[ullv

satisfaz <(u,w) = <(w,v).
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9. Fazendo-se v = (21,y1) e w = (22, y2), tem-se
(J(v),v) = ((=y1,21), (21, 91)) = —pr@1 + 2191 = 0,
o que prova (i). Quanto a (ii),
(J(v), J(w)) = ((=y1, 21), (=2, 22)) = 192 + 1122 = (v, W).
Consequentemente,
1T @)II* = (I (v), J (v)) = (v, 0) = [v]*,
o que prova (iii). Por fim, temos
dist (J(v), J(w)) = [|J(v) = J(w)|| = [[J (v —w)|| = |[v—w]| = dist (v, w),
o que prova (iv).
10. Dado v € (W, + Wy)t, temos que
(v, Wy +we) =0 Ywy € Wy, wy € Wy

Assim, fazendo-se w, = 0, conclui-se que v € Wi. Analogamente,
fazendo-se w; = 0, conclui-se que v € Wit Logo (W, + W)+ € WitnWit.

Agora, dado v € Wit N W, temos que
(v,wy) = (v,we) =0 Ywy € Wy, wy € Wi
Adicionando-se essas igualdades, obtém-se
(v, Wy +we) =0 Yw, € Wy, wy € Wy,

donde (W; + Wo)t D Wi N Wit e, portanto, (W, N W)t = Wit + Wik,
Isso prova (i).

A identidade em (ii) decorre daquela em (i), bem como da igualdade
WL+ = W, a qual é valida para todo subespaco W de V. Com efeito,
segue-se de (i) que

(Wi + WHt = Wi n Wit = W, N s,
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Tomando-se o complemento ortogonal, obtém-se, entao,
Wi+ Wy = (Wi N W)™
Para a conclusao, lembremos que
V=WaeW, & V=W +W,e W nNW,={0}. (B.6)
Observando-se que V+ = {0}, segue-se de (i) que
V=W +W, & {0}=W,+Wy)" & {0} =W nW;. (B7)
Analogamente, observando-se que {0}+ =V, segue-se de (ii) que
WinW,={0} & WinWy)t=V o W+W=Vv. (BS)
Combinando-se as equivaléncias (B.6), (B.7) e (B.8), conclui-se que

VW aW, & V=W'aWi.

Fazendo-se A = (aij)mxn, B = (bij)nxp, € AB = (¢ij)mxp, tem-se

Vi = (ai1>ai27~--77ain) € w; = (blj;b2j7-~-;bnj>-
Logo,
n
Cij = Zaikbkj = (v;, wy).
k=1
Sejam vy ,...,v,, € R™ os vetores linha de A. Dado v € R", temos, pelo

exercicio anterior, que

<'U17 U)
(Ta(w)] = Alt] =
(U, V)

Assim, v € nuc Ty se, e somente se, (v;,v) = 0Vi =1,...,m, isto é, se,
e somente se, v € £+ . Logo, Nuc (Ty) = Z1.
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Para todoi € {1,...,n}, tem-se que as coordenadas de u; com respeito a
base B sao todas nulas, exceto pela i-ésima, que é igual a 1. Assim, pela
hipétese, ||u;]|? = 12 = 1. Além disso, para quaisquer 7,5 € {1,...,n},
com 7 # j, tem-se |lu; — u;||* = 12 + (—=1)® = 2. Sendo assim,
2= (u; — wju —wy) = [lul|® = 2{ui, uy) + Jluyl* = 2 — 2{u;, uy),

donde se infere que (u;,u;) = 0. Logo, B é ortonormal.

Seja W um subespago de (V, (, )). Tomando-se a decomposigao V =
W @ W+, segue-se das consideracdes da Observacao 5.2 que todo v € V

se escreve de forma tinica como v = Py (v) + wt, em que wt € W,
Aplicando-se Py em ambos os membros dessa igualdade, tem-se

Py (v) = Pw(Pw(v)) + Pw(w™) = Pw(Pw(v)),
isto é, Py o Py = Py, donde Py, é idempotente.
Dado vy = Py (vg) + wi € V, temos que

(Pw(v),v0) = (Pw(v), Pw(vo) +wy)
= (Pw(v) +w", Pw(vo)) = (v, Py (wp)).

Quanto a positividade de Py, temos que

(Pw(v),v) = (Pw(v), P (v) + w") = (P (v), Pw(v)) > 0.

€

Por fim, uma vez que Py (v) e w— sdo ortogonais, segue-se do Teorema

de Pitdgoras (Teorema 5.2) que
[l = 112w (0)II* + lw™[* > (12w ()1,
donde || P (v)[| < [Jv]].
Dado w € W, w € Py (v), temos que Py (v) —w é um vetor ndo nulo de

W. Assim, uma vez que v— Py (v) é ortogonal a W, tem-se que Py (v) —w
e v — Py(v) sdo ortogonais. Logo, pelo Teorema de Pitagoras

lv—wl* = [l(v = P (v) + (P (v) — w)|*
= v = Pw@)* +[|Pw(v) —w]* > [Jv = Py (v)|*
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Temos que

W:{[a b};a,b,ceR}.
b c
Assim, as matrizes

10 0 1 00
S ER TR TR P

formam uma base de W. Uma vez que dim M(2) = 4, temos que dim W+

4 — 3 = 1. Agora, uma matriz

A:[‘”l “}6/\4(2)

xr3 T4

pertence a W+ se, e somente se, (4, A;) = 0Vi = 1,2,3, o que equivale
ao sistema linear homogéneo:

T =0
T2 + I3 =0
Ty = 0.

Logo,

WL:H_:CS "%2] eM(z);xzeR}:ger{[_? é]}

Aplicando-se ortogonalizacao de Gram-Schmidt a base By, obtém-se uma
base ortogonal Bj = {v}, v}, ..., v}, de W. Podemos completar B}, ob-
tendo uma base B' = {v{, v}, ..., v, V1, ..., v, } de V, a qual podemos
supor que seja ortogonal (caso nao o fosse, bastaria aplicar ortogonali-
zacao de Gram-Schmidt). Defina, entdo, T: V — V como o operador
linear de V, o qual cumpre

Tw) =TWy)=--=T(v,) =0 e T(Vp 1) =Vpp1, --. ,T(v),) =1p,.
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18. Fazendo-se
V= (T1,...,Tn)B = T2V + -+ + TpUn,

a igualdade (v, v;) = \; equivale a
N = (v, v;) = 21 (1, v3) + Ta(V2, V) + -+ + T (Vn, v;),

donde se infere que (v,v;) = \;Vi = 1,...,n, se, e somente se, a n-upla
(x1,...,2,) ésolugao do sistema GX = B, em que G é a matriz de Gram
de B, e B é a matriz coluna cujas entradas sao Aq, ..., \,. Porém, como
G é invertivel, uma tal solucao existe e é tinica, o que prova a existéncia
e unicidade de v.

19. Sendo T" um isomorfismo, temos que T'(vy), ..., T (v,) sdo LI. Além disso,
dado v = Muvy + -+ + A\uy € P(ug, ..., 0p), A € [0, 1], tem-se

T(w)=MT(v)) + -+ NT(v,) € P(T(v1),...,T(vn)), N €10,1],

donde se conclui que T(P(vy,...,v,)) D P(T(v1),...,T(v,)). Analoga-
mente, verifica-se a inclusao contraria. Logo,

T(P(v1,...,v,)) =PI (v1),...,T(vy,)).

Assim, lembrando-se que [T(v;)] = [T][vi], segue-se do Corolario 5.2 que
[T(P(or,..son))| = [P(T(vr),..., T(vn))|
| det[[T(v)] [T'(v2)] - [T(va)]]]
| det[[T][vs] [T1[ve] --- [T1[val ]
| det[T] det[[oa] [va] --- [va]]]

= |detT||P(v1,...,v,)|.

20. Observemos que, por definicao,

wpyr € WiE Ve =1,...,n— 1.
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Ademais, considerando-se a igualdade vgi1 = wgy1 + Pw, (vg4+1) para
k =1, tem-se

det(vy,v9,v3,...,v,) = det(vy,ws + Py, (v2),v3,...,0,)

= det(vy, we,v3,...,0,),

em que, na tultima igualdade, usamos o fato de v; e Py, (v2) serem LD.
Fazendo-se, agora, k = 2 e valendo-se dessa ultima igualdade, tem-se

det(vy, va,v3, ..., v,) = det(vy, wa, w3 + Py, (v3), V4, ..., V).
Porém, Wy = ger{vy,va} = ger{v;,wy}, pois wy é uma combinacao
linear de vy e vy, € v; € wy s@o ortogonais. Em particular, By = {vy, wy}
é uma base ortogonal de W5. Dali, e da ultima igualdade acima, tem-se

|P(v1,...,0,)| = |det(v1,v9,03,...,0,)| = | det(vy, wa, w3, vy, ..., 0,)]|.

Repetindo-se esse procedimento, apds n — 1 passos, obtém-se uma base
ortogonal B, = {vy,ws, ..., w,}, tal que

[Pvr, ... on)| = [det(v1, wa, ws, ..., wn)| = [Joa lwall - .. [Jwnll,

em que, na ultima igualdade, usamos o resultado do Corolario 5.1.

Quanto a conclusao, basta notarmos que, pelo Teorema de Pitagoras,

et ll® = llwrsa I* + [P, () I? = w1,

em que a igualdade ocorre se, e somente se, Py, (vg4+1) = 0, 0 que equivale
a vgy1 € Wik Logo,

[ det(vr, . vn)| = Joal flwall - flwall < flodf[ ozl - floal]

em que a igualdade ocorre se, e somente se, vy41 € W Vk=1,...,n—1,
isto é, se, e somente se, B for ortogonal.
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Capitulo 6

1. Procedendo-se como no Exemplo 6.1, obtém-se as seguintes respostas:

(a)

polindmio caracteristico: c(t) = t* — 4t — 5.

autovalores: \;y =5, Ay = —1.

autoespagos: Wy, = ger{(1,1)}, W), = ger{(—2,1)}.

(b)

polinémio caracteristico: ¢(t) = (t — 1)(t — 2)(t — 3).

autovalores: \y =1, Ay =2, A3 =3.

autoespacos: Wy, = ger{(0,1,0)}, W), = ger{(—1,-2,2)}, W), =
ger{(—1,1,1)}.

()

polindmio caracteristico: c(t) = (t — 1)(t* — 2t + 2).

autovalores: A\ =1

autoespagos: Wy, = ger{(0,1,1)}.

(d)

polindomio caracteristico: c(t) = (t — 2)(t — 1)%(t + 1).

autovalores: A\ = 2, Ay = 1 (com multiplicidade 2), A3 = —1,
autoespagos: W, = ger{(0,0,0,1)}, W), = ger{(0,0,2,1)}, W), =
ger{(3,0,—3,1)}.

Pela Proposicao 6.5, os operadores dos itens (a) e (b) sdo diagonalizaveis,
e os dos itens (c) e (d) nao sao diagonalizaveis.

Dada uma base B, de V, facamos

Nessas condigoes, temos que

t—a —b
—c t—d

= t* — (traco Tt +det T.

c(t) = det(tl — A) = ‘ ‘ =t* — (a+ d)t + (ad — be)
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a b oA L .
3. Fazendo-se [T = [b d] , tem-se que o polinémio caracteristico de 1" é

c(t) =t* — (a+ d)t + (ad — b*).
Calculando-se seu discriminante, A, obtém-se:
A= (a+d)?—4(ad —b*) = (a — d)* + b* > 0.

Ocorrendo a — d # 0 ou b # 0, teremos A > 0, donde ¢ terd duas raizes
distintas. Nesse caso, pela Proposicao 6.4, T' sera diagonalizavel.

Agora, se tivermos a = d e b = 0, entao [T] serd um multiplo da matriz
identidade. Em particular, [T] serd uma matriz diagonal, o que equivale
a T ser diagonalizavel.

4. Pela hipdtese, existe um vetor nao nulo v € V, tal que T'(v) = Av. Sendo
T invertivel, devemos ter 0 # T'(v) = Av, donde A # 0. Além disso,
aplicando-se T~! a ambos os membros da igualdade T'(v) = Av, obtém-
se v = AT"1(v), isto é, T"!(v) = (1/\)v. Logo, 1/\ é autovalor de T!.

5. Sejam B = {v1,...,v,} uma base de V, e A,..., \,, tais que T(v;) =
Aivi, © = 1,...,n. Consideremos, entao, o vetor v = v; + --- + v,. Cla-
ramente, v # 0. Dai, e da hipétese, tem-se que T'(v) = Av para algum
A € R. Assim,

A+ A+ -+ A, = dv=T(w)=T(v))+T(vg) + -+ T(vy)
= /\lvl + )\21}2 + /\nvna

donde se obtém
n

Z(/\ — /\k:>Uk =0.

k=1

Dai, uma vez que vy, va, . . . , v, sdo LI, devemos ter A = A\, Vk € {1,... ,n}.
Logo, T'= Al.
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Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

6. Seja A € R um autovalor de T7". Se tivermos A = 0, entao nuc (77")

serd nao trivial, donde T'T" nao sera bijetiva. Em particular, teremos
det(TT") = 0. Assim, valerd det(7"T") = det(TT") = 0, implicando que
T'T nao serd bijetiva, isto é, A = 0 serda também um autovalor de T"'7T.

Suponhamos, agora, que A # 0. Nesse caso, existe um vetor nao nulo,
v €V, tal que TT'(v) = Av. Observando-se que 7"(v) # 0 e aplicando-se
T" a ambos os membros dessa ultima igualdade, obtém-se T"7T(T"(v)) =
AT"(v), donde se infere que T"(v) é autovetor de T"T" com autovalor A.

Segue-se dessas consideragoes que todos os autovalores de TT" sdo au-
tovalores de T'T. Invertendo-se os papéis de T" e T’ na argumentacao,
conclui-se que os autovalores de 7T sao também autovalores de T7".
Logo, TT" e T'T tém os mesmos autovalores.

Seja n = dim V. Uma vez que T tem posto 1, pelo Teorema do Ntcleo
e da Imagem, tem-se dimnucT = n — 1. Sendo assim, existe uma base
B ={v1,vs...,v,}, de V, tal que os vetores vs, ..., v, formam uma base
de nuc T Fazendo-se [Tz = (a;;), tem-se

T(Ul) =anv + Zailvi e T(Uj) =0 Vj S {2, PN ,TL}, (Bg)

=2
isto é,
a1 0 0 0
921 0 0 0
me= |00
apgy 0 0 - 0

Se tivermos ai; # 0, o polinomio caracteristico de T' sera
c(t) = (t —ap)t"

Nesse caso, os autovalores de T sao A\; = aj; € Ay = 0. e 0s autoespagos
correspondentes podem ser facilmente obtidos a partir da matriz Txs:

Wy, =ger{v;} e Wy, =ger{vy,...,v,} =nucT.
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Em particular, V' = W), @ W,,, o que, juntamente com a Proposi¢ao 6.5,
implica que T é diagonalizavel.

Suponhamos agora que a;; = 0. Entao, pelas igualdades (B.9), teremos
T?(v;) =0Vj € {1,...,n}, isto é, T? = 0. Além disso, T nao é diagona-
lizavel. De fato, nessas condicoes, temos que o polinomio caracteristico
de T é ¢(t) = t", donde A = 0 é o tnico autovalor de T. Nesse caso,
dim Wy, = dimnucT = n — 1 < n. Logo, pela Proposicao 6.5, T" nao ¢
diagonalizavel.

. Seja T € Z(R"™) o operador linear, tal que [T] = A. Supondo-se que
A seja diagonalizavel, temos que T' ¢é diagonalizavel. Logo, existe uma
base B, de R", tal que [T|s é diagonal. Sendo A e [T]z matrizes de
um mesmo operador com respeito a bases distintas, elas sao semelhantes
(vide Proposigao 3.3).

Suponhamos, agora, que A seja semelhante a uma matriz diagonal D.
Pelo resultado do Exercicio 25 do Capitulo 3, existem uma base B, de V,
e um operador linear T': V' — V, tais que [T] = A e [T]g = D. Logo, A
¢é diagonalizavel.

. Seja v um autovetor de T' correspondente a A, isto é, T'(v) = Av. Dado
k € N, tem-se

T?(v) = T(T(v)) = T(\) = AT (v) = \v.

Aplicando-se indugao, conclui-se facilmente que, para todo r € N, tem-se
T7(v) = XN'v. Assim, fazendo-se p(t) = ag + a1t +agt? + - - - + axt*, tem-se

p(T)(v) = aol(v) +a;T(v) + aT*() + - -+ + a; T*(v)
= v + a1\ + s ?v + - - + ap o
= (ag + aiA + ax)? + - + ap )
= p(A)v.

Logo, p(A) é autovalor de p(7). Ademais, uma vez que v # 0, se tivermos
p(T) = 0, entao valerd p(A) = 0, donde A serd uma raiz de p.
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10. Dada uma base B, de V, facamos

A=[Ts= {Z Z},

como anteriormente. Denotando-se por ¢ o polinomio caracteristico de
A, tem-se

c(A) = A*—(a+d)A+ (ad—bc)A

a?+be ab+ bd a b
— — d
ch +ed cb+ d? (a+d) *

wenfy -1

donde se infere que ¢ é um anulador de 7'

11. Designemos por ¢ e ¢ os polindomios caracteristicos de TT" e T'T, res-
pectivamente. Assim, temos
c(t) = det(tl —TT') =det(T " (tI — TTT)
= det(tI = T'T) = (1.

12. (a) Designemos por c4 e cp os polinomios caracteristicos de A e B,

respectivamente. Temos, entao:

cp(t) = det(tl — B) =det(t] — M~'AM)
det(M 1 (tI — A)M) = det(t] — A) = ca(t).

(b) Dado um inteiro r nao negativo, tem-se
B" = (M 'AM)" = (M "AM)(M~*AM)...(M~*AM)
M PAMM HAMM ™) ... (MM Y)AM
= M TA"M.
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Dai, supondo que p se escreva como p(t) = ag+ art +-- -+ a,t®, teremos

p(B) = al +aB+ -+ a,B*
= M Yaol + a1 A+ +apA")M = M 'p(A)M.

(c) Segue-se de (b) que um polinémio p € Pt, R] serd um anulador de A
se, e somente se, for um anulador de B. Logo, um polinomio m € P[t, R]
serd o polinomio minimo de A se, e somente se, for o polinémio minimo

de B.

(a) Designemos por c4 e cq+ 0s polinémios caracteristicos de A e A*,
respectivamente. Temos, entao:

ca-(t) = det(tI — A*) =det(tl — A)*
= det(tl — A) = cq(t).

(b) Lembrando que, para quaisquer matrizes quadradas A e B, vale a
igualdade (AB)* = B*A*, temos que (A*)" = (A")*Vr € N. Dai, supondo
que p se escreva como p(t) = ag + ayt + ast? + - - + ait*, teremos
p(AY) = aol + a1 A* 4+ ax(A*)? + -+ ap(A*)*
= aol + a A" +ag(A%)* + -+ ak(Ak)*
= (aol + a1 A+ asA? + - + a, AF)*
= (p(A))".

(c) Segue-se de (b) que os polindomios minimos de A e A* sdo iguais.
(Vide solugao do item (c) do exercicio anterior.)

Suponhamos que p se escreva como p(t) = ag + art + -+ + apt®. Assim,
dado v € V, tem-se
p(AD(v) = aol(v) +ai(M)(v) + -+ + ap(A)F(v)
= agv + ay (W) + -+ + ag(\v)
(ap + a; A + -+ - + apAF)v
= p(Av.
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15.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Logo, p(AI) = p(M\)1.

Tomemos, para cada i € {1,...,k}, uma base B;, de W;, e definamos a
base B =By U---U DBy, de V. Assim, temos

[Twl]Bl

Tw, )5,
15 = [T

[TWk ] By,

Agora, dados @ € R, e um inteiro nao negativo r, segue-se das regras
operacionais de matrizes por blocos, que

a [TWI ]TBl
[(ITT] _ a [TW2 ] %2
B =
[ [Ty, ]s, |
— I:aTIT/i/Z ] 82
L [CLT&/]C ] Bk .

Dai, e do fato de que matrizes diagonais por blocos sao adicionadas bloco
a bloco, tem-se que, para qualquer polinomio

p(t) = ag+ art + -+ + it € P[t, R],
vale a igualdade:

[p(Twl)]Bl
[p<TW2)]B2

[(Tw; )1,
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Suponhamos que as dimensoes de V' e de W sejam n e k, respectivamente.
Tomemos bases By = {vy,...,v,}, de V, e By = {wy,...,wi}, de W.
Nessas condigoes, temos que B = {vy,...,v,, wq,...,w,} é uma base de
V @ W. Calculando-se Py nos vetores de B, obtém-se

PV(Ui):Ui € Pv(w]):0 \V/’LG{]_,,TZ},]G{L,]{?}
Logo, [Py]s é a matriz diagonal

1

[Pyl =

0

com n entradas iguais a 1, e k entradas nulas ao longo da diagonal. Dessa
forma, Py ¢é diagonalizdvel. O polinomio caracteristico de Py é

c(t) = det(tI — [Py]g) = (t — 1)"t".

Logo, os autovalores de Py sao: Ay = 1, com multiplicidade n, e Ay = 0,
com multiplicidade k. Um célculo direto nos d4, ainda,

C(Pv)ZOZ(Pv—])Pv,
de modo que o polinémio minimo de Py é m(t) = (t — 1)t.

Denote por
m(t) = ag + art + agt> + -+ -+t

o polindmio minimo de 7', de modo que

aol + a1 T+ axT?> +---+TF = 0.
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18.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Suponhamos que a( seja nao nulo e provemos que, nessas condigoes, o
nucleo de T sera trivial. Dali, teremos que T sera injetivo e, portanto,
bijetivo, por tratar-se de um operador. Tomemos, entao, v € nucT.
Uma vez que T'(v) = 0, tem-se 7" (v) = 0Vr € N. Assim, aplicando-se a
igualdade acima a v, obtém-se agv = 0, donde v = 0, isto é, nuc T' = {0}.

Suponhamos agora que T seja bijetiva. Se tivéssemos ag = 0, valeria a
igualdade a;T + apT? + --- +T* = 0. Dai, aplicando-se T~ a ambos os
seus membros, teriamos

arl+aT+---+TF1=o0,
o que contradiria a minimalidade de m. Logo, ag # 0.
Efetuando-se os calculos, obtém-se
c(t) =det(tI = T) = (t —1)(t + 1)(t* + 1),

donde se infere que A\; = 1 e Ay = —1 sao os autovalores de T". Designando-
se por Wi e W5 os correspondentes autoespacos, obtém-se

Wy =ger{(1,1,1,1)} e Wy=ger{(1,-1,1,—1)}.

Assim, dim W, 4+dim W, = 2 < dim R*. Portanto, pela Proposicao 6.5, T
nao é diagonalizavel. Além disso, pelo Corolario 6.2, o polinomio minimo
de T, m, satisfaz m(t) # (t—1)(t+1). Por fim, pode-se constatar por um
calculo direto que ¢(T) = 0, e que os operadores T% + I, (T —I)(T?* + 1)
e (T + I)(T? + I) sao todos nao nulos. Logo, o polinémio minimo de T'
ém=c.

Temos também que
W3 = nuc (T? + I) = ger{(1,0,—1,0),(0,1,0,—1)}.
Dessa forma, pelo Teorema da Decomposicao Primaria, tem-se

T = Ty, ® Ty, @ T,
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Calculando-se as imagens, por T, dos vetores da base
B=1{(1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,0,—1,0),(0,1,0, 1)} C R*,

obtém-se

Observemos inicialmente que, uma vez que 7" comuta com 7', ele comuta
com p(T'), qualquer que seja o polinémio p € P[t,R]. Ademais, dado
w; € Wy = nuc (p:i(T))%, tem-se (p;(T))* (w;) = 0. Aplicando-se T" a
ambos os membros dessa ultima igualdade, obtém-se

0 =T"((p:(T))" (wy)) = (pi(T))"T"(wy),
donde T"(w;) € W;. Logo, W; é invariante por T".

Pela Proposicao 6.9, A, ..., \; sao autovalores de T. Assim, denotando-
se por ¢ o polinomio caracteristico de T, tem-se

c(t) = (t—X)% .. (t— Me)®q(t),

em que s; > 1 é a multiplicidade de \; e ¢ € P[t,R]. Logo, todos os
fatores primos de m sao também fatores de ¢, donde se infere que m
divide c.

Uma vez que T é diagonalizavel, pelo Corolario 6.2, seu polindmio mi-
nimo, m, se expressa como m(t) = (t — Ay) ... (t — Ax). Porém, m é um
anulador de Ty (por ser um anulador de T'), o que implica que o polin6-
mio minimo de Ty, m/, divide m, isto é, m’ é um produto de polindmios
do tipo (t — A;). Logo, pelo Corolario 6.2, Ty, é diagonalizavel.

Sejam = pi* ... p* a decomposicao do polindmio minimo de 7" em fatores
primos. Temos que m, sendo um anulador de T, é também um anulador
de Ty . Logo, o polinémio minimo de Ty, m/, divide m. Dali, tem-se

m =p . pk, 0<s <sVi=1,... k.
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23.

24.

25.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Consideremos, agora, a decomposicao de W pelos subespacos Ty -invariantes
da decomposicao primaria de Ty :

W=W,a& oW, W =nuc(pTw))".
Nessas condigoes, temos que
W! = nuc (p;(Tw)®) C nuc (p;(Tw))* € nuc (p;(T))* = W.
Logo, W=W{@®---aW,=WnW,)&---& (W NW).

Dado j € {1,...,n}, temos que o produto Ale;] é simplesmente o j-ésimo
vetor coluna de A. Logo,

Ale1] =0 e Alej]=lejo1] Vi=2,...,n.
Em particular, A" '[e;] =0Vj =1,...,n — 1. Assim,
A= 0[] < fennl) = [0 A Nes] o AN ey 4] =0
Além disso,
AT = AYR0 feo] oo [en-2] [en-al]

[0 A" 2[eg] -+ A" ?[e ] A" Plen ]
— (00 - 0[e]] 0.

Seja r € N, tal que N = 0. Entao, p(t) = t" é um anulador de N. Logo,
o polinémio minimo de N é m(t) = t*, k < r. Uma vez que a tnica raiz
de m é X\ = 0, segue-se da Proposicao 6.9 que todos os autovalores de N
sao nulos.

Temos que o polinomio caracteristico de [T] é ¢(t) = (t — 1)t?, donde se
infere que os autovalores de T sao Ay = 1 e Ay = 0. Um célculo direto
nos da:

T—-1#0, (T-NT#0e (I-1T>=0.
Logo, o polinomio minimo de T' é m(t) = (¢t — 1)t*. Considerando-se as
matrizes de T'— I e de T?, obtém-se
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o W, =nuc(T —1I)=ger{(1,2,3,13)};
o Wy = nucT? = ger{<0a 1,0, 0)7 (07 0,1, 0)7 (07 0,0, 1)}
Dai, fazendo-se
By ={(1,2,3,13)} e By ={(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},

tem-se que a matriz do operador diagonal da decomposicao T'= N + D
com respeito a base B = By U By U B3 é:

1
[D]s =
0

Calculando-se as imagens dos vetores de B, conclui-se facilmente que

1
0 00
T:
75 00 0
2 3 0
Logo,
0
0 0 O
Nl = [T]s — [D]s =
[Nlg = [T]s — [D]s 00 0
2 30

Capitulo 7
1. Temos que
Mi(v, w) = (T(v), T*(w)) = (T*(v), w) = X*(v, w).
Analogamente, M\u(v, w) = (v, w), de modo que

(v, w) = N (v, w) = (v, w).



292 Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Assim, temos que (v,w) = 0, isto é, v e w sdo ortogonais, ou
A=\ =2
o que implica A = p.
2. Dadas matrizes A, B € M(n), temos que

(Ty(A),B) = (MA,B) =traco ((MA)*B)
= trago (A" (M*B)) = (A, M*B).

Logo,
(Ty(B), A) = (B, Tu(A)) = (M"B, A).

Sendo A e B matrizes arbitrarias, segue-se que T5,(B) = M*B = Ty+(B),
isto é, Ty, = Ty~.

3. (a) Seja B C V uma base ortonormal de V. Entao, [T*|z = ([T]5)*.
Assim, uma vez que o posto de uma matriz é igual ao de sua transposta,
tem-se:

dim T'(V') = posto [T|z = posto ([T]g)* = posto ([T7]z) = dim T (V).

(b) Dados T*(v) € T*(V') e vy € nuc T, tem-se
(T"(v),v0) = (v, T (o)) =0,
donde T*(v) € (nucT)*. Logo, T*(V) C (nucT)*. Porém, pelo item (a),
dim7*(V) = dim T(V) = dim V — dim nuc T’ = dim(nuc 7).
Logo, T*(V) = (nucT)*.
4. Temos que

TS =ST & (TS) = (ST)" & ST =T*S"
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5. Dado v € V, segue-se da hipétese que:
0= (T"T(v),v) = (T(v),T(v)),
donde T'(v) = 0. Logo, T'= 0.

6. Fazendo-se [Tz = (@ij)nxn, temos que

n
vj) = E a;jvj.
i=1

Dai, uma vez que B é ortonormal, tem-se

HT U] H2 Zaz]

Agora, [T*|p = (@ji)nxn, de modo que

|7ﬂ< U] ||2 Za]z
Assim,

n n n
STl =) af =) a=> |IT |
j=1 j=1

1,j=1 1,j7=1

7. Dado um vetor nao nulo v € V| tem-se:

N

donde se infere que ||T'(v)|| = ||v||. Logo, T preserva norma; portanto, é
ortogonal.

8. Temos que T7T™ = I. Logo,
1 = det(TT*) = (det T')(det T*) = (det T)?,

donde |detT'| = 1.
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10.

11.

12.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Suponhamos que 7' € Z(V,(, )) seja ortogonal, e tomemos uma base
ortonormal de V' : B = {uy,...,u,}. Como T é invertivel, por ser orto-
gonal, temos que B = {T(u1),...,T(u,)} é uma base de V. Além disso,
como T preserva norma e produto interno, temos que B’ é ortonormal.

Suponhamos agora que B = {u1,...,u,} e B = {T(u1),...,T(u,)}
sejam bases ortonormais. Dado v = (z1,...,z,)s, temos que

T(v) =T(xiur + -+ 2pup) = 21T (ur) + - + 2, (up),

isto é, T'(v) = (x1,...,T,)p. Assim, uma vez que B e B’ sdo ortonormais,
tem-se [|T(v)||*> = 3+ - -+22 = ||v||*. Logo, T preserva norma; portanto,
é ortogonal.

Uma vez que a dimensao de V' é impar, o polinomio caracteristico de T'
tem, pelo menos, uma raiz real. Logo, T tem pelo menos um autovalor
A, o qual vale 1 ou —1. Assim, tomando-se v € V, tal que T'(v) = Av,
tem-se

T?(v) =T(T(v)) = T(W) = AT(v) = v = v.

Sendo A e B ortogonais, pelo Corolario 7.1, temos que AA* = BB* = I.
Logo,
(AB)(AB)" = A(BB")A®* = AA* =1,

donde, novamente pela Proposicao 7.1, AB é ortogonal. Analogamente,
A~1 é ortogonal, pois

A—I(A—l)* — A—I(A*)—l — (A*A)_l = 7.
Uma vez que A + I é ortogonal, tem-se
(A+ DA+ D) =(A+D)"(A+1) =1,

donde se obtém:

AA = A"A=—A— A", (B.10)
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Analogamente, da ortogonalidade de A% + I e de A3 + I, obtém-se:
A2 (A*) = —A2 — (A")? e AP(A)P =A% — (A% (B.11)

Tomando-se o quadrado e o cubo de ambos os membros da ultima igual-
dade em (B.10), e considerando-se as igualdades (B.11), obtém-se:

A A+ AA* =0 e A*(A")? =0,
donde AA* = 0. Dali, e do resultado do Exercicio 5, segue-se que A = 0.

Vejamos, inicialmente, o caso n = 2. Para tanto, consideremos angulos
01 # 05, tais que:

cos)y — cosly = 0
—senf; + senf, = —1.

(Uma possibilidade seria ¢, = 7/6, 6, = —7/6.)

Considere, entao, os operadores ortogonais 11,7, € Z(R?), os quais
cumprem:
cost; —senb;

[Ti]:Ai:[ },1'21,2.

sen 0; cos 6,

Claramente, T} e Ty sao distintos, e ambos tém posto 2. Além disso,
pondo-se A = [T}] — [T3], tem-se

A= [0 _1] . (B.12)

Observando-se que o operador ortogonal T' € Z(R?), tal que [T] = A, é
a rotacao de m/2, tem-se, para todo v = (z,y) € R% que (T'(v),v) = 0.
Dai, e de (B.12), segue-se que

(h = T3)(v), v) = (T(v),v) =0,

donde (T1(v),v) = (Ta(v), v).
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14.

15.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Para n > 2, basta tomar os operadores (ortogonais) 17, Ts, tais que:

A;

A matriz de T' com respeito & base canonica de R? é:

1 2
[A] = )
2 1
a qual é simétrica. Logo, T é autoadjunto. O polindmio caracteristico
de T é c(t) = t* — 2t — 3, cujas rafzes sio \; = —1 e Ay = 3. Os

correspondentes autoespagos sao:

Wy, =ger{(=1,1)} e Wy, =ger{(1,1)}.
Dai, obtém-se a seguinte base ortonormal de R?, a qual diagonaliza T :

B ={(—v2/2,v2/2),(v2/2,v/2/2)}.

Seja T € Z(R"™) o operador autoadjunto, tal que [T] = A. Considere
uma base ortonormal B, de R", a qual diagonaliza T, juntamente com
a matriz diagonal D = [T]z. Assim, A e D, por serem matrizes de um
mesmo operador, sao semelhantes. Mais precisamente, designando-se
por M a matriz de mudanca da base canonica para a base B, tem-se que
A = M~'DM (vide Proposicao 3.3). Ademais, uma vez que as vetores
coluna de M sao justamente aqueles da base (ortonormal) canonica em
coordenadas com respeito a base (ortonormal) B, temos que M é uma
matriz ortogonal.
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Sejam Ai,...,\, os autovalores de T, e B uma base ortonormal de V'
que diagonaliza T'. Definindo-se R € £ (V') como o operador cuja matriz
com respeito a B é:

3/_)\1
3/_)\2
[R]B = . )
3/)\n
tem-se que R é autoadjunto e R* = T, provando a existéncia de R. A

prova da unicidade de R ¢ andloga aquela da unicidade da raiz quadrada
de um operador positivo (vide Proposigao 7.10).

Sendo T e S autoadjuntos, tem-se T = T ¢ S = S*. Assim, (7'S)* =
S*T* = ST. Logo, (T'S)* =TS se, e somente se, ST =TS.

O operador nulo de V' é, claramente, autoadjunto. Além disso, dados
T,5e€S(V),eeR, tem-se
(TH+ANS) =T+ ANS" =T+ \S,
donde T'+ A\S € S(V). Logo, S(V') é um subespago vetorial de .Z (V).
Fixando-se uma base ortonormal B, de V, tem-se que a aplicagao
TeSV)—[T)s € M(n)
é um isomorfismo linear de S(V') sobre o subespago das matrizes simétri-

cas de M(n), em que n = dim V. Logo, a dimenséao de S(V) é (n*—n)/2.

Temos que T ¢é diagonalizavel, por ser autoadjunto, e seus autovalores
sao 1 ou —1, por ser ortogonal. Logo, a matriz de T" com respeito a
uma base B C R? que diagonalize T' é 1, nos casos em que todos os
autovalores sdo iguais, ou assume uma das formas (a menos da ordem
dos vetores da base):

-1 00 -1 0 0
0 -1 0, 010
0 01 0 01
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20.

21.

22.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

Supondo-se, sem perda de generalidade, que B é a base canonica de R3,
tem-se, no primeiro caso, que 71" é a rotacao de 180° em torno da reta pela
origem na dire¢ao do vetor e3 = (0,0, 1) (isto é, o eixo z). No segundo, T
é a reflexao com respeito ao plano gerado pelos vetores (0,1,0) e (0,0,1)
(isto é, o plano yz).

Dados u,v € V, segue-se da hipdétese que:
(Th(u+v),u+v) = (To(u+v),u+v).

Dai, da bilinearidade do produto interno, e do fato de T} e Ty serem
autoadjuntos, obtém-se

<T1(u)7’U> = <T2<U),U> Vu,v €V,
donde Ty (u) = To(u) Vu € V, isto é, T1 = Ts.

Para qualquer A € R, eliminando-se a primeira linha e a iltima coluna da
matriz A— I, obtém-se uma submatriz triangular superior, cuja entradas
da diagonal sao todas iguais a 1. Logo, o determinante dessa submatriz é
nao nulo. Dai, e da Proposicao 4.6, segue-se que posto (T'—AI) > n—1e,
portanto, que dimnuc (T'—AI) < 1. Em particular, se A for um autovalor
de T, tem-se dim W) = dimnuc (7T — \I) = 1.

Sejam Ay, ..., A\r os autovalores distintos de T'. Pelo Teorema Espectral,
T ¢é diagonalizavel. Logo,

n=dmV =dimW,, +---+dim W, = k.

Determinando-se, em cada item, os autovalores do operador autoadjunto
associado a @), obtém-se as seguintes respostas:

i) A\ =2 -2, \y =2+ V2. Elipse.

ii) Ay =0, \y = 2. Pardbola.
iii) A\ = —3, A2 = 5. Hipérbole.
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A bilinearidade de [ segue-se diretamente da bilinearidade da multi-
plicacdo de numeros reais: (z,y) € R x R — zy € R. As igualdades
B(v;,v;) = a;j, igualmente, seguem-se diretamente da defini¢do de f.

Dados u = (z1,...,2,)g € v = (Y1, --.,Yn)B, temos que

Bluv) = <Zfﬁwi,zijj>
i=1 j=1

n
= Z iy B8 (vi, v))
i,j=1
n

— Z azjxlyj = ﬁ(ua U)J

ij=1
isto é, 5/ = .

Sejam 1, B2 : V x V — R formas bilineares, e A € R. Dados, u,v,w € V,
e u € R, tem-se

(Br+ AB2)(u+ pv,w) = Pi(u+ pv,w) + ABa(u + pv, w)
= Bi(u,w) + pbi(v,w) +
A Ba(u, w) 4+ pfBa (v, w))
= (b1 4+ AB2)(u,w) + p(Br + AB2) (v, w),

donde (8, + ABs € linear com respeito a primeira variavel. Analogamente,
verifica-se que 31 + Afy é linear com respeito a segunda variavel. Logo,
B1+ APy € bilinear, o que prova que #(V') é um subespago do espago das
fungoes de V- x V em R, F(V x V| R).

Fixando-se uma base B, de V, verifica-se facilmente, como no caso das
transformagoes lineares, que a aplicacao 8 € B(V) — [Blg € M(n) é
um isomorfismo linear.

Observemos inicialmente que P ¢ a matriz do produto interno (, ) com
respeito a base B. Assim, dado um vetor nao nulo v = (zy,...,2,)s € V,
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26.

27.

28.

Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

tem-se

n
<U, U> = Z pijxixj.

ij=1

Consideremos, agora, o operador autoadjunto 7' € Z(R™), tal que [T] =
P. Nessas condicgoes, tem-se

T(ej) = Zpijez‘, j=1,...,n,
i=1

donde p;; = (e;,T(e;)). Dessa forma,
(v, T(v)) = <Z zie;, T (Z a:jej>> = Z pijriz; = (v,v) > 0.
i=1 j=1 1,j=1
Logo, T' ¢é positivo, donde P ¢é positiva.

Temos que:
Blu,v) = (u,T(v)) = [u]gP[T'(v)]s = [u]gP[T]s[v]s,

donde se infere que [5]g = P[T.

No exercicio anterior, vimos que P ¢é positiva. Logo, pela Proposicao
7.11, det P > 0, donde P é invertivel. Dai, e da igualdade [f]|s = P[T]s,
conclui-se que posto [3]z = posto [T]5.

Dado um vetor nao nulo v € V, tem-se

(T"T(v),v) = (T(v), T(v)) =0,

donde se conclui que 7' é nao negativo.

Seja @) a forma quadrética (positiva) associada ao operador 7. Entao,
Qv) = (v, T(v)) =0 se, e s6 se, v = 0. Dal, segue-se que nuc7" = {0},
donde T' ¢é bijetiva.
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Agora, suponha que v = T~} (w), isto é, T(v) = w. Nessas condigoes,
tem-se

(T~ (w), w) = (v,T(v)) = Q(v).

Assim, (T~ (w),w) > 0, ocorrendo a igualdade se, e s6 se, v = 0. Porém,
sendo T bijetiva, v = 0 se, e s6 se, w = T'(v) = 0. Logo, T~! é positiva.

Seja B = {ui,...,u,} uma base ortonormal de V. Dado um vetor u =
(x1,...,zn)p €V, ||lu|| =1, tem-se

n
Jul? =322 = 1.
=1

Em particular, |z;| < 1Vi =1,...,n. Dai, e da Desigualdade de Cauchy-
Schwarz, segue-se que

1Tl =l T () + -+ 2T (v
< [Tl + - A+ |l [T (0n) ]
< C
em que C' = max{||T(v1)|,. ..., ||T(v,)] }. Dessa forma, €2 ¢é limitado.

Suponhamos agora que T seja autoadjunto. Dado A > 0, facamos 7" =
T + M, e denotemos por () a forma quadratica associada ao operador
T’. Nessas condicoes, para todo vetor nao nulo v € V, tem-se

Q'(v) = (T(v) + Av,v) = (T(v),0) + o]

Assim, para que (' seja positiva, é suficiente que tenhamos A > C. Com
efeito, nesse caso, fazendo-se u = v/||v||, teremos

Q'(v)

[o]?

= (T(u),u) + A > (T(u),u) + ||T'(u)]| > 0.

(Note que a iltima desigualdade ¢ a de Cauchy-Schwarz, pois ||7'(u)|| =
1T ()] lull = (T (w), w)| = =(T(u), u).)
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Solugéoes dos Exercicios Apénd. B

30. O resultado é imediato para u = 0 ou v = 0. Dados vetores nao nulos,

31.

u,v € V, defina a fungao f(t) = f(u + tv,u + tv). Da bilinearidade de 3,
segue-se que f é uma funcao quadratica cujo discriminante é:

A = 4(B(1,0))* — 48(u, u)B(v,v) = 4(B(w, v))? — 4Q(u)Q(v).

Porém, sendo f nao negativa, devemos ter A < 0, o que nos da:
Blu,v)] < vV Q(u)v/Q(v).

Seja T € Z(V,(,)) o operador autoadjunto associado a ). Considere-
mos a decomposigao V = Wy @ W, & W2, e tomemos bases ortonormais:

Bl = {ul, e ,ui}, 62 = {ui+1, e ,up} (S 83 = {Up+1, e ,un},
de W, Wit e W2, respectivamente. Designemos por A o autovalor de
T associado a uyg, e fagamos:

U

Vi = \/|)\k”

Uk, se p<k<n.

se 1<k<p

Nessas condigoes, temos que B = {vy,...,v,} é uma base de V, tal que

Q(z1,...,xn) = <Z iV, Z %’T(Uj)>

:<Z’VM—Z“ |>

_ 2 2 2 2 2
— _xl_xQ_”'_xi+mi+1+”'+xp’
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