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6.3 Polinômio Mı́nimo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.4 O Teorema da Decomposição Primária . . . . . . . . . . . . . . 173
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Prefácio

Neste texto, destinado primordialmente a estudantes de graduação em ma-

temática, nos propomos apresentar a teoria da Álgebra Linear dos espaços

vetoriais reais de dimensão finita. Nosso intuito é o de abordar os tópicos

dessa teoria, os quais são indispensáveis ao estudo de outras que lhe são subse-

quentes na grade curricular, tais como Análise (de várias variáveis), Equações

Diferenciais e Geometria Diferencial. Sendo assim, nossas questões estarão li-

gadas aos aspectos estruturais dos espaços vetoriais, incluindo a classificação

desses objetos, bem como de suas transformações.

Uma das caracteŕısticas do texto, em contraste com seus congêneres, é a

concisão, a qual deve-se à nossa intenção de apresentar a parte mais essencial

da Álgebra Linear (dáı, o t́ıtulo) de uma forma simples e direta; evitando,

porém, a superficialidade. Assim, fomos impelidos a fazer uma abordagem um

tanto alternativa, sobretudo no que diz repeito à apresentação de alguns teo-

remas fundamentais — notadamente, o Teorema da Decomposição Primária,

o Teorema Espectral, e o Teorema da Decomposição Racional.

A disposição do conteúdo ao longo dos caṕıtulos se dá da seguinte forma:

No primeiro, consideramos brevemente as matrizes e o método de eliminação de

Gauss para resolução de sistemas lineares. Nos Caṕıtulos 2 e 3, introduzimos

os espaços vetoriais e as transformações entre os mesmos, ditas lineares. Em

seguida, no Caṕıtulo 4, consideramos formalmente o determinante, enquanto

função de matrizes, e no Caṕıtulo 5, introduzimos o conceito de produto in-

terno, enfatizando o seu caráter geométrico.

A partir do Caṕıtulo 6, nos voltamos aos operadores lineares, com enfoque

no método de decomposição. Ali, discutimos sobre o conceito de subespaço

invariante, no qual se baseia esse método, bem como estabelecemos o Teo-
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rema da Decomposição Primária, o qual desempenha um papel fundamental

no desenvolvimento da teoria.

O Caṕıtulo final trata dos operadores em espaços vetoriais munidos de

produto interno, onde consideramos as isometrias lineares, isto é, os operado-

res ortogonais, assim como os operadores autoadjuntos, os quais constituem

o objeto do célebre Teorema Espectral. Em seguida, abordamos as formas

quadráticas à luz de suas relações com operadores autoadjuntos.

O texto se encerra no Apêndice A, onde apresentamos uma engenhosa

demonstração do Teorema da Decomposição Racional, devida a H. G. Jacob,

o qual aplicamos para obter uma versão generalizada do Teorema de Cayley-

Hamilton.

Quanto aos pré-requisitos, cabe-nos mencionar que, para uma efetiva leitura

do texto, faz-se necessária uma certa familiaridade com a Geometria Anaĺıtica,

com os rudimentos da teoria de polinômios, e com certos aspectos da linguagem

matemática formal, tais como o conceito de relação de equivalência e o método

de indução matemática.

Por fim, agradecemos calorosamente aos colegas que leram versões prelimi-

nares do texto e contribúıram com valiosas sugestões.

Natal, Setembro de 2020

RFL
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Matrizes

Matrizes são, fundamentalmente, tabelas numéricas sobre as quais se de-

finem certas operações algébricas. Tais operações concedem ao conjunto das

matrizes (de um mesmo tipo) a estrutura de espaço vetorial, que, por sua vez,

constitui o conceito fundamental da Álgebra Linear. Além disso, as matrizes

se aplicam ao estudo dos sistemas lineares (conforme veremos neste caṕıtulo),

bem como desempenham um papel decisivo no estudo das transformações li-

neares, as quais são justamente as funções estudadas na Álgebra Linear. Desta

forma, esses objetos permeiam toda a teoria que estudaremos, razão pela qual

os introduziremos aqui, um tanto brevemente. Nosso propósito, na verdade, é

o de considerar apenas os aspectos mais relevantes acerca de matrizes, os quais

serão indispensáveis à nossa abordagem aos temas dos caṕıtulos posteriores.

1.1 Matrizes e sua Álgebra

Consideraremos conhecido e estabelecido o conjunto dos números reais, R,
juntamente com sua estrutura de corpo, a qual é formada por esse conjunto

e suas operações usuais de adição e multiplicação. Essas operações, como se

sabe, têm as propriedades fundamentais de comutatividade, associatividade e

existência de elemento neutro e inverso. Além disso, a multiplicação é distri-

butiva com respeito a adição.

Sejam m e n dois números inteiros positivos. Uma matriz (real) do tipo

m × n (lê-se: m por n) é uma função A que, a cada par de inteiros (i, j) ∈

1



2 Matrizes Cap. 1

{1, . . . ,m} × {1, . . . , n}, associa um número real aij = A(i, j).

Considerando-se os nossos propósitos, uma matriz será melhor representada

como uma tabela disposta em m linhas e n colunas, em que a i-ésima linha

é formada pelos reais ai1 , . . . , ain , e a j-ésima coluna é formada pelos reais

a1j , . . . , amj . Assim, escreveremos:

A =

a11 · · · a1n
...

...

am1 · · · amn

 .

Os reais aij que compõem uma matriz A são ditos as suas entradas. Indi-

caremos, também, uma matriz A do tipo m× n e com entradas aij por

A = (aij)m×n

ou, simplesmente, A = (aij). Quando m = n, a matriz A é dita quadrada de

ordem n. O conjunto formado por suas entradas aii é dito, então, a diagonal

de A. Uma matriz cujas entradas são todas iguais a zero chama-se nula e será

denotada por 0 (independentemente de seu tipo). O conjunto formado por

todas as matrizes reais m × n (respect., n × n) será denotado por M(m,n)

(respect., M(n)).

A matriz A = (aij)3×2 , em que aij = i+ j, por exemplo, é:

A =

2 3

3 4

4 5

 .

Dadas matrizes do mesmo tipo, A = (aij)m×n e B = (bij)m×n , juntamente

com um número real λ, definem-se a adição A + B e o produto por escalar

λA por:

A+B = (aij + bij)m×n e λA = (λaij)m×n ,

ou seja,

A+B =

 a11 + b11 · · · a1n + b1n
...

...

am1 + bm1 · · · amn + bmn

 e λA =

λa11 · · · λa1n
...

...

λam1 · · · λamn

 .
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Quando C = A + B, diz-se que C é a soma de A e B. Nesse contexto, os

números reais são também chamados de escalares e, como no caso da multi-

plicação entre números reais, adota-se a notação −A para o produto (−1)A.

Exemplo 1.1. Dadas as matrizes

A =

[
3 −1

0 2

]
e B =

[
1 −5

2 −3

]
,

tem-se

2A− C =

[
6 −2

0 4

]
+

[
−1 5

−2 3

]
=

[
5 3

−2 7

]
.

Considerando-se matrizes A,B e C, todas do mesmo tipo, e λ, µ ∈ R,
verificam-se facilmente as seguintes igualdades:

� A+B = B + A (comutatividade da adição);

� A+ (B + C) = (A+B) + C (associatividade da adição);

� A+ 0 = A (elemento neutro da adição);

� A+ (−A) = 0 (existência do oposto);

� λ(µA) = (λµ)A (associatividade da multiplicação por escalar);

� 1.A = A (elemento neutro da multiplicação por escalar).

Além disso, a adição e multiplicação por escalar são distributivas, uma com

respeito à outra, isto é:

� λ(A+B) = λA+ λB;

� (λ+ µ)A = λA+ µA.
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Passemos, agora, à multiplicação de matrizes. Para tanto, consideremos

A = (aij)m×n e B = (bij)n×p , e observemos que o número de colunas de A

coincide com o número de linhas de B. Nesse caso, definimos o produto AB

como a matriz C = (cij)m×p , cujas entradas são:

cij =
n∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + · · ·+ ainbnj ,

isto é, a entrada cij da matriz C = AB é dada pela soma dos “produtos

correspondentes” da i-ésima linha de A com a j-ésima coluna de B, conforme

ilustrado abaixo. 
b11 b1j b1n

bkj

bn1 bnj bnn



a11 a1n

ai1 aik ain

an1 ann



 cij


Por exemplo:2 3

3 4

4 5

[0 −1 3

3 2 1

]
=

2.0 + 3.3 2.(−1) + 3.2 2.3 + 3.1

3.0 + 4.3 3.(−1) + 4.2 3.3 + 4.1

4.0 + 5.3 4.(−1) + 5.2 4.3 + 5.1

 =

 9 4 9

12 5 13

15 6 17

 .

Cabe aqui um comentário acerca das operações com matrizes, sobretudo

pela multiplicação, a qual define-se de uma forma um tanto inesperada, diga-

mos. Conforme mencionamos à introdução, há uma associação natural entre

matrizes e certos tipos de funções entre espaços vetoriais, chamadas de transfor-

mações lineares, sobre as quais são definidas operações de adição, multiplicação
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e multiplicação por escalar. Veremos, então, no Caṕıtulo 3, que as operações

sobre matrizes são definidas de modo que correspondam às respectivas ope-

rações com transformações lineares. No caso do produto de matrizes, há a

justificativa adicional de que ele se adequa ao estudo dos sistemas lineares,

conforme constataremos na próxima seção.

A multiplicação de matrizes é associativa, bem como distributiva (à direita

e à esquerda) com respeito à adição. Mais especificamente, dadas matrizes

A = (aij)m×n , B = (bij)n×p , C = (cij)p×q , D = (dij)n×p e E = (eij)m×n , são

válidas as seguintes igualdades:

� A(BC) = (AB)C;

� A(B +D) = AB + AD;

� (A+ E)B = AB + EB.

Provemos, pois, a primeira delas. Com esse propósito, escrevamos:

� AB = (a′ij)m×p e BC = (b′ij)n×q ;

� A(BC) = (mij)m×q e (AB)C = (nij)m×q .

Assim, temos que:

mij =
n∑

k=1

aikb
′
kj =

n∑
k=1

(
aik

p∑
l=1

bklclj

)
=

p∑
k=1

(
n∑

l=1

ailblk

)
ckj

=

p∑
k=1

a′ikckj = nij ,

donde se conclui que A(BC) = (AB)C.

Observação 1.1. Alertamos para o fato de que, quando duas matrizes A e B

são quadradas e de mesma ordem, os dois produtos AB e BA estão bem

definidos. No entanto, de modo geral, eles não são iguais, isto é, o produto de

matrizes quadradas de mesma ordem não é comutativo. Quando, excepcional-

mente, ocorre a igualdade AB = BA, dizemos que A e B comutam.
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A associatividade do produto de matrizes, entretanto, nos permite definir,

sem ambiguidade, a n-ésima potência de uma matriz A através da igualdade:

An = A.A . . . A (n fatores).

Vejamos, agora, alguns tipos especiais de matrizes quadradas.

Exemplo 1.2 (MATRIZES TRIANGULARES E DIAGONAIS). Uma matriz quadrada A =

(aij)n×n é dita triangular , quando ocorre uma das possibilidades:

aij = 0 ∀i > j ou aij = 0 ∀i < j.

No primeiro caso, ela é dita triangular superior e, no segundo, triangular in-

ferior. Uma matriz que é triangular superior e inferior é dita diagonal . Note

que duas matrizes diagonais de mesma ordem sempre comutam.

Assim, as matrizes e −1 1

0 π 0

0 0
√
2

 ,

 e 0 0

3 π 0

2 1
√
2

 e

 e 0 0

0 π 0

0 0
√
2


são, respectivamente, triangular superior, triangular inferior, e diagonal.

Exemplo 1.3 (MATRIZ IDENTIDADE). A matriz diagonal n× n cujas entradas da

diagonal são todas iguais a 1 é chamada de matriz identidade de ordem n,

a qual denota-se por In ou, simplesmente, por I. Tal matriz constitui o ele-

mento neutro da multiplicação de matrizes quadradas, pois, para toda matriz

quadrada A de ordem n, vale a igualdade:

AI = IA = A.

Exemplo 1.4 (MATRIZES SIMÉTRICAS). Diz-se que uma matriz quadrada de ordem

n, A = (aij), é simétrica, quando aij = aji ∀1 ≤ i, j ≤ n. A diagonal de

uma matriz simétrica atua como um“espelho”, tornando o “bloco superior” da

matriz uma reflexão do “bloco inferior”, o que pode ser facilmente constatado

nas seguintes matrizes simétricas:[
2 −1

−1 5

]
e

 1 −2 1
5

−2 2 0
1
5

0 3

 .
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Evidentemente, toda matriz diagonal é simétrica. Um dos resultados mais

importantes da Álgebra Linear, o Teorema Espectral, estabelece uma espécie de

rećıproca dessa propriedade, uma vez que, segundo esse teorema, toda matriz

simétrica é diagonalizável . Voltaremos a essa questão ao final deste caṕıtulo,

onde tornaremos isso mais claro.

Dada uma matriz A = (aij)m×n, a transposta de A, por definição, é a matriz

A∗ := (a∗ij)n×m, em que a∗ij = aji . Dito de forma simples, a transposta de uma

matriz m× n é a matriz n×m obtida desta permutando-se suas linhas pelas

colunas correspondentes.

Por exemplo, a transposta da matriz A =

[
1 2 3

4 5 6

]
é a matriz

A∗ =

1 4

2 5

3 6

 .

Segue-se diretamente da definição de transposição que, para quaisquer ma-

trizes A, B ∈ M(m,n) e λ ∈ R, tem-se (vide Exerćıcio 5)

(A+ λB)∗ = A∗ + λB∗ e (A∗)∗ = A. (1.1)

Observe também que uma matriz quadrada é simétrica se, e somente se, é

igual à sua transposta.

1.2 Resolução de Sistemas Lineares

Dados dois números naturais m,n , mn números reais aij , 1 ≤ i ≤ m ,

1 ≤ j ≤ n , e b1, · · · , bm ∈ R , chama-se o conjunto de equações
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(1.2)
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de sistema linear nas variáveis x1, . . . , xn . Uma solução do sistema (1.2) é

uma n-upla de números reais, (λ1 , . . . , λn), que satisfaz cada uma das suas m

equações, isto é,
a11λ1 + a12λ2 + · · · + a1nλn = b1
a21λ1 + a22λ2 + · · · + a2nλn = b2
...

...
...

...
...

am1λ1 + am2λ2 + · · · + amnλn = bm

O conjunto solução de um sistema linear é o conjunto formado por todas

as suas soluções. Note que, considerando-se a matriz A = (aij)m×n , bem como

X =


x1

x2

...

xn

 e B =


b1
b2
...

bm

 ,

tem-se que o sistema (1.2) equivale à seguinte equação matricial

AX = B. (1.3)

Nesse caso, dizemos que A é a matriz do sistema (1.2). Quando B = 0, o

sistema (1.2) é dito homogêneo. Observe que todo sistema homogêneo admite

a solução X = 0, dita trivial .

Neste momento, o qual anunciamos na seção anterior, devemos observar

que a igualdade (1.3) justifica a definição do produto de matrizes, uma vez

que ele nos permite reduzir um sistema linear, com inúmeras equações, a uma

única equação matricial. Como consequência, o estudo dos sistemas lineares

simplifica-se consideravelmente, pois finda por resumir-se ao estudo das matri-

zes.

Dado n ∈ R, relembremos que o espaço Rn define-se como o produto car-

tesiano de n cópias de R. Cada elemento de Rn é, portanto, uma n-upla de

números reais (x1 , . . . , xn), a qual é dita um vetor de Rn. Para cada matriz

A = (aij)m×n , associamos à sua i-ésima linha e à sua j-ésima coluna, respec-

tivamente, os seguintes vetores

ℓi = (ai1, ai2, · · · , ain) ∈ Rn e vj = (a1j, a2j, · · · , amj) ∈ Rm .
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Cada ℓi é dito um vetor linha de A, e cada vj um vetor coluna de A. Assim,

representamos a matriz A das seguintes formas:

A =


ℓ1
ℓ2
...

ℓm

 =
[
v1 v2 · · · vn

]
.

Por exemplo, (1, 3,−1), (0, 1, 2) ∈ R3 são os vetores linha da matriz[
1 3 −1

0 1 2

]
,

enquanto (1, 0), (3, 1), (−1, 2) ∈ R2 são seus vetores coluna.

Definição 1.1 (SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES). Dois sistemas lineares são ditos

equivalentes , quando têm o mesmo conjunto solução.

No que se segue, introduziremos uma técnica de resolução de sistemas linea-

res que consiste em transformar um sistema dado em um sistema que lhe é equi-

valente e de solução imediata. Para tanto, dado um sistema linear AX = B,

consideraremos a sua matriz aumentada (A|B), que se obtém posicionando-se

a matriz coluna B à direita da matriz A, isto é,

(A|B) =

 a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm

 .

Determinaremos o conjunto solução de um sistema linear efetuando uma

série de operações, ditas elementares , sobre as linhas de sua matriz aumentada.

São elas:

(E1) troca de posição entre duas linhas ℓi e ℓj ;

(E2) multiplicação de uma linha ℓi por um escalar λ 6= 0;

(E3) substituição de uma linha ℓj por ℓj + λℓi , sendo λ um real não nulo.
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Denotaremos as operações E1 , E2 e E3 , respectivamente, por

ℓi ↔ ℓj ℓi → λℓi ℓj → ℓj + λℓi .

Definição 1.2 (EQUIVALÊNCIA POR LINHAS). Diz-se que uma matriz B é linha

equivalente a uma matriz A, quando B é obtida de A efetuando-se nessa uma

sequência de operações elementares.

É imediato que qualquer uma das operações elementares sobre uma matriz

pode ser invertida, e que essa inversão também é uma operação elementar.

Especificamente, com a notação acima, as inversas de E1 , E2 e E3 são, res-

pectivamente,

ℓj ↔ ℓi ℓi →
1

λ
ℓi ℓj → ℓj − λℓi .

Logo, se B é linha equivalente à matriz A, então A é linha equivalente

à matriz B. Melhor dizendo, a relação de linha-equivalência é simétrica. É

fácil ver também que a relação de linha-equivalência é reflexiva e transitiva

(verifique!), isto é, a relação de linha-equivalêcia é uma relação de equivalência

entre matrizes.

Proposição 1.1. Dois sistemas lineares AX = B e A′X = B′ são equivalentes,

se suas matrizes aumentadas (A|B) e (A′|B′) são linha equivalentes.

Demonstração. Cada linha da matriz aumentada (A|B) corresponde a uma

equação do sistema AX = B. Dáı, vê-se imediatamente que se (A′|B′) é obtida

de (A|B) efetuando-se nessa uma das duas primeiras operações elementares,

então os sistemas correspondentes são equivalentes. Quanto à terceira operação

elementar, basta ver que (λ1, · · · , λn) é solução de
ai1x1 + · · · + ainxn = bi

aj1x1 + · · · + ajnxn = bj

(1.4)

se, e somente se, é solução de
ai1x1 + · · · + ainxn = bi

(aj1 + λai1)x1 + · · · + (ajn + λain)xn = bj + λbi ,

(1.5)
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o que se verifica por substituição direta. ■

Exemplo 1.5. Consideremos o sistema{
x + 2y = 1

3x − y = 2,

cuja matriz aumentada é [
1 2 1

3 −1 2

]
.

Efetuando-se nessa matriz a operação ℓ2 → ℓ2 − 3ℓ1 , obtém-se[
1 2 1

0 −7 −1

]
.

Segue-se, então, da Proposição 1.1, que o sitema dado é equivalente a{
x + 2y = 1

− 7y = −1,

cuja única solução, claramente, é (5/7, 1/7) .

Note que, nesse exemplo, a operação realizada sobre a matriz aumen-

tada do sistema resultou na eliminação da variável x da segunda equação,

transformando-a numa equação linear de uma única variável, donde se obteve

facilmente o conjunto solução. Esse processo de resolução de sistemas lineares

nos leva naturalmente ao conceito de matriz escalonada, que introduzimos a

seguir.

Definição 1.3 (MATRIZ ESCALONADA). Diz-se que uma matriz A = (aij)m×n é

escalonada, quando cumpre as seguintes condições:

i) O primeiro elemento não nulo de uma linha está à esquerda do primeiro

elemento não-nulo da linha subsequente;

ii) As linhas nulas, caso existam, estão abaixo das demais.
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As matrizes, 1 2 −1

0 1 −2

0 0 3

 ,

 −1 0 2 3

0 1 1 5

0 0 2 3

 e

 1 2 3 4 5

0 1 5 −1 2

0 0 0 0 0

 ,

por exemplo, são escalonadas, enquanto 1 0 0 −1

0 1 2 3

1 0 0 0


não é uma matriz escalonada.

Não é dif́ıcil ver que, efetuando-se adequadamente operações elementares

sobre as linhas de uma matriz, podemos transformá-la numa matriz escalonada

(a esse processo chamamos escalonamento da matriz), isto é, toda matriz é

linha equivalente a alguma matriz escalonada.

Consideremos, por exemplo, a matriz 1 −2 3 1

2 1 −1 2

4 −3 5 4

 .

Para escaloná-la, operamos sobre suas linhas da seguinte maneira: 1 −2 3 1

2 1 −1 2

4 −3 5 4

 (1) e (2)−→


1 −2 3 1

0 5 −7 0

0 5 −7 0

(3) e (4)−→


1 0 1/5 1

0 5 −7 0

0 0 0 0

,

em que (1), (2), (3), (4) denotam as seguintes operações

(1) ℓ2 → ℓ2 − 2ℓ1 (2) ℓ3 → ℓ3 − 4ℓ1 (3) ℓ1 → ℓ1 +
2

5
ℓ2 (4) ℓ3 → ℓ3 − ℓ2 .

Estamos, agora, em condições de aplicar o Método de Gauss para resolução

de sistemas lineares. Ele consiste em escalonar a matriz aumentada (A|B) de

um sistema linear AX = B, transformando-a numa matriz (A′|B′). Como
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resultado, obtém-se o sistema A′X = B′ que, pela Proposição 1.1, é equivalen-

te ao sistema AX = B. Além disso, o sistema A′X = B′ é de fácil resolução,

uma vez que a matriz (A′|B′) é escalonada.

Ilustraremos esse método considerando, inicialmente, o sistema linear


x − 2y + 3z = 1

2x + y − z = 2

4x − 3y + 5z = 4

Observando-se que sua matriz aumentada é a matriz A do exemplo acima,

temos que o sistema dado é equivalente a


x + 1

5
z = 1

5y − 7z = 0

0 = 0,

cujo conjunto solução é

S =

{(
5− z

5
,
7z

5
, z

)
; z ∈ R

}
⊂ R3.

Consideremos agora o sistema


2x − y + 4t = 9

x + y − z + 2t = 7

−x + 2y + z − t = 3

4y − z + 3t = 13

(1.6)

Procedendo-se como indicado acima (verifique, em cada passagem, quais foram
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as operações elementares realizadas), temos
2 −1 0 4 9

1 1 −1 2 7

−1 2 1 −1 3

0 4 −1 3 13

 −→


1 1 −1 2 7

2 −1 0 4 9

−1 2 1 −1 3

0 4 −1 3 13

 −→


1 1 −1 2 7

0 −3 2 0 −5

0 3 0 1 10

0 4 −1 3 13

 −→


1 0 −1

3
2 16

3

0 −3 2 0 −5

0 0 2 1 5

0 0 5
3

3 19
3

 −→


1 0 −1

3
2 16

3

0 −3 2 0 −5

0 0 2 1 5

0 0 0 13
3

13
3

 −→


1 0 −1

3
2 16

3

0 −3 2 0 −5

0 0 2 1 5

0 0 0 1 1

 .

Dessa forma, o sistema (1.6) é equivalente a
x − 1

3
z + 2t = 16

3

− 3y + 2z = −5

2z + t = 5

t = 1,

cujo conjunto solução é S = {(4, 3, 2, 1)}.
Consideremos, finalmente, o sistema{

x + 3y = 5

2x + 6y = 8.

Escalonando-se sua matriz aumentada, conclui-se facilmente que o mesmo é

equivalente a {
x + 3y = 5

0 = −2,

cujo conjunto solução, evidentemente, é vazio.

No Caṕıtulo 3, voltaremos à discussão sobre sistemas lineares. Lá, esta-

beleceremos condições sobre as matrizes A e B para que um sistema linear

AX = B admita uma ou infinitas soluções.
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1.3 Inversão e Semelhança de Matrizes

Nesta seção, introduziremos dois conceitos fundamentais da teoria das ma-

trizes, os quais, dentre outras caracteŕısticas, determinam uma relação de equi-

valência na classe das matrizes quadradas de mesma ordem. Vejamos, então,

o primeiro deles.

Definição 1.4 (MATRIZES INVERTÍVEIS). Diz-se que uma matriz quadrada A é

invert́ıvel , quando existe uma matriz quadrada B, de mesma ordem que A, tal

que AB = BA = I.

Sejam A, B ∈ M(n) como na definição acima, e C ∈ M(n), tal que

AC = CA = I. Multiplicando-se, à esquerda, ambos os membros da igualdade

AC = I por B, obtém-se C = B. Logo, a matriz B é única, a qual é dita a

inversa de A, e denotada por A−1.

Observemos que, se A é uma matriz invert́ıvel, então todo sistema linear

AX = B admite uma única solução, a saber, X = A−1B. Assim, podemos

afirmar que matrizes invert́ıveis definem sistemas lineares determinados, isto

é, que têm solução única.

Exemplo 1.6. Tomemos a matriz

A =

[
1 2

1 3

]
e determinemos sua inversa, caso exista. Para tanto, escrevamos

B =

[
a c

b d

]
e consideremos a equação AB = I, isto é,[

1 2

1 3

] [
a c

b d

]
=

[
1 0

0 1

]
,

a qual resulta nos seguintes sistemas lineares:{
a + 2b = 1

a + 3b = 0
e

{
c + 2d = 0

c + 3d = 1.
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Resolvendo-os, obtém-se a = 3, b = −1, c = −2 e d = 1, ou seja,

B =

[
3 −2

−1 1

]
.

Temos também que

BA =

[
3 −2

−1 1

] [
1 2

1 3

]
=

[
1 0

0 1

]
.

Logo, A é invert́ıvel e B é a sua inversa.

Definição 1.5 (SEMELHANÇA DE MATRIZES). Dizemos que duas matrizes quadra-

das n × n, A e B, são semelhantes , e escrevemos A ∼ B, quando existe uma

matriz n× n invert́ıvel, M, a qual cumpre a igualdade AM = MB.

É imediato que a semelhança entre matrizes é uma relação reflexiva e

simétrica. Ademais, se A é semelhante a B, e B é semelhante a C, exis-

tem matrizes invert́ıveis, M,N, tais que AM = MB e BN = NC. Logo,

A(MN) = (MN)C. Porém, sendo M e N invert́ıveis, temos que MN é inver-

t́ıvel (vide Exerćıcio 6), donde se conclui que A é semelhante a C e, portanto,

que a semelhança de matrizes é também transitiva. Assim, denotando-se por

M(n) o conjunto das matrizes reais n× n, vale o resultado seguinte.

Proposição 1.2. A semelhança ∼ é uma relação de equivalência em M(n).

Assim como as operações em M(n), o conceito de semelhança é motivado

pelas relações entre matrizes e transformações lineares. Nesse contexto, surgem

duas funções especiais, o traço e o determinante, as quais são invariantes em

classes de matrizes semelhantes, isto é, quando duas matrizes são semelhan-

tes, seus traços e determinantes coincidem. Estudaremos os determinantes no

Caṕıtulo 4 (vide, entretanto, Exerćıcio 20). O traço, por outro lado, é um

conceito mais simples e pode ser considerado agora.

Definição 1.6 (TRAÇO DE UMA MATRIZ). Chama-se traço de uma matriz qua-

drada, A = (aij)n×n , a soma das entradas de sua diagonal, isto é,

traçoA =
n∑

i=1

aii = a11 + · · ·+ ann .
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Vejamos, então, que matrizes semelhantes têm o mesmo traço. Para tanto,

tomemos matrizes n× n arbitrárias, A e B, e observemos que

traço (AB) =
n∑

i=1

(
n∑

k=1

aikbki

)
=

n∑
k=1

(
n∑

i=1

bkiaik

)
= traço (BA). (1.7)

Suponhamos, agora, que A e B sejam semelhantes. Assim, existe uma

matriz invert́ıvel, M , tal que A = MBM−1. Logo,

traçoA = traço (MBM−1) = traço (MM−1B) = traçoB.

Vale, desta forma, a implicação:

A ∼ B ⇒ traçoA = traçoB.

Exemplo 1.7. As matrizes

A =

[
1 2

2 1

]
e B =

[
3 0

0 −1

]
são semelhantes. De fato, procedendo-se como no Exemplo 1.6, verifica-se que

M =
1

2

[
3 −1

3 1

]
é invert́ıvel. Além disso, efetuando-se os produtos AM e BM, obtém-se AM =

MB. (Note que os traços de A e B são, ambos, iguais a dois.)

Diz-se que uma matriz quadrada A é diagonalizável , quando é semelhante

a uma matriz diagonal. Em particular, a matriz (simétrica) A do Exemplo 1.7

é diagonalizável. Conforme mencionamos anteriormente, o Teorema Espectral

afirma que toda matriz simétrica é diagonalizável. A importância desse teo-

rema, o qual estabeleceremos no Caṕıtulo 7, deve-se ao fato de que as matrizes

diagonais, sob diversos aspectos, são as mais simples. Isso pode ser constatado,

por exemplo, quando multiplicamos matrizes diagonais, ou quando calculamos

seus determinantes.
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Exerćıcios

Seção 1.1

1. Mostre que se A é uma matriz triangular superior, então A2 é também

uma matriz triangular superior.

2. Sejam A e B matrizes m× n e n× p, respectivamente. A implicação

AB = 0 ⇒ A = 0 ou B = 0

é verdadeira ou falsa? No caso negativo, exiba um contraexemplo.

3. Dadas matrizes quadradas de mesma ordem, A e B, mostre que a igual-

dade (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 é verdadeira se, e somente se, A e B

comutam.

4. Encontre uma matriz A = (aij)2×2 , não nula, tal que A2 = 0.

5. Prove as igualdades (1.1)

6. Sejam A e B matrizes m× n e n× p, respectivamente. Prove que

(AB)∗ = B∗A∗.

7. Uma matriz quadrada A é dita antissimétrica, quando A∗ = −A. Prove

que toda matriz quadrada se expressa como a soma de uma matriz si-

métrica com uma matriz antissimétrica.

8. Dado v = (x1 , . . . , xn) ∈ Rn, defina [v] = (xi1)n×1 por xi1 = xi , isto é,

[v] =

x1

...

xn

 .

Sejam A uma matriz m× n, e B uma matriz n× p, tais que

B =
[
v1 v2 · · · vp

]
e AB =

[
w1 w2 · · · wp

]
.
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Mostre que vale a igualdade:

[wj] = A[vj] ∀j = 1, . . . p.

Dito de forma simples, as colunas de AB são as respectivas colunas de

B multiplicadas, à esquerda, pela matriz A.

Seção 1.2

9. Determine o conjunto solução dos seguintes sistemas lineares:

a)

{
x − 2y − 3z = 0

3x + y − z = −1

b)


x + y + z = 2

2x − y + 3z = 9

x + 2y − z = −3

10. Determine as matrizes A, tais que AB = C, em que

B =

 1 −1

2 2

1 0

 e C =

[
3 1

−1 4

]
.

11. Mostre que é vazio o conjunto solução do sistema linear:
x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 1

x1 + x2 − x3 + x4 = 2

x1 + 7x2 − 5x3 − x4 = 3

12. Seja A a matriz 4× 4: 
1 −2 1 0

3 −6 2 −1

−2 4 1 3

0 0 1 1

 .

Para quais matrizes coluna B, o sistema AX = B tem solução?
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Seção 1.3

13. Verifique que a matriz A =

[
1 1

−2 0

]
é invert́ıvel e determine sua in-

versa. Em seguida, resolva o sistema AX = B, em que B =

[
3

−1

]
.

14. Prove que, se A e B são matrizes n×n e λ ∈ R, então são verdadeiras

as seguintes igualdades:

a) traço (A+B) = traçoA+ traçoB;

b) traço (λA) = λ traçoA.

15. Sejam A,B e C matrizes n× n, as quais cumprem

AB − BA = C.

Mostre que o traço de C é nulo.

16. Prove que uma matriz quadrada A é invert́ıvel se, e somente se, sua

transposta A∗ é invert́ıvel, e que, no caso afirmativo, (A∗)−1 = (A−1)∗.

17. Mostre que, se A e B são matrizes n× n, ambas invert́ıveis, então AB é

invert́ıvel e vale a igualdade (AB)−1 = B−1A−1.

18. Seja A uma matriz quadrada, a qual cumpre A2 − A + I = 0. Mostre

que A é invert́ıvel.

19. Prove que uma matriz quadrada A não é invert́ıvel, em qualquer das

seguintes ocorrências:

a) As entradas de uma de suas linhas são todas nulas;

b) As entradas de uma de suas colunas são todas nulas.

20. Suponha que f : M(n) → R seja uma função, tal que f(I) = 1 e

f(AB) = f(A)f(B) ∀A,B ∈ M(n).

Prove que:
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a) A ∼ B ⇒ f(A) = f(B);

b) A invert́ıvel ⇒ f(A) 6= 0 e f(A−1) = 1/f(A).
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2

Espaços Vetoriais

Neste caṕıtulo, introduzimos os espaços vetoriais, os quais constituem os

principais objetos de nosso estudo. Um tal espaço, simplesmente, é uma es-

trutura formada por um conjunto e duas operações que possuem certas pro-

priedades, ditas fundamentais. Os espaços euclidianos, os quais considerare-

mos frequentemente, admitem uma estrutura natural de espaço vetorial que os

torna, nesse contexto, os exemplos padrão.

Estabeleceremos os conceitos básicos de subespaço vetorial, dependência

linear, base e dimensão, e os aplicaremos para obter um critério de inversão

de matrizes. Introduziremos o conceito de soma de subespaços vetoriais e con-

cluiremos, então, aplicando os resultados obtidos na determinação do célebre

polinômio interpolador de Lagrange.

2.1 Espaços e Subespaços Vetoriais

Em F́ısica, como é sabido, as grandezas são classificadas em dois tipos, as

escalares e as vetoriais. Essencialmente, grandezas escalares, tais como massa

e carga elétrica, expressam-se (algebricamente) como magnitudes, enquanto

as vetoriais, como força e aceleração, expressam-se (geometricamente) como

segmentos de reta orientados, ditos vetores.

Por exemplo, uma força que atua sobre um corpo (pontual) é representada

por um vetor cujo comprimento corresponde à intensidade da força, e cujos

sentido e direção são aqueles em que a força atua. Experimentalmente, verifica-

23
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se que a ação simultânea de duas forças, F1 e F2, sobre um corpo, equivale à

ação de uma única força F, dita a resultante, que é obtida geometricamente

segundo a regra do paralelogramo (Fig. 2.1).

F1

F2

F

Figura 2.1: Resultante F da ação das forças F1 e F2.

Tomando-se coordenadas cartesianas no espaço tridimensional R3 com o

ponto de atuação das forças na origem (0, 0, 0), temos que F1 e F2 expressam-

se como ternos de números reais, ditos suas coordenadas, isto é,

F1 = (x1, y1, z1) e F2 = (x2, y2, z2).

Verifica-se, então, que as coordenadas da resultante F são precisamente as

somas das coordenadas correspondentes de F1 e F2, de modo que

F = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2). (2.1)

Nesse contexto, o vetor F é dito a soma dos vetores F1 e F2.

Analogamente, dada uma força F = (x, y, z) em coordenadas cartesianas,

verifica-se que a força que tem mesma direção e mesmo sentido (respect., sen-

tido contrário) de F, mas que tem o dobro de sua intensidade, tem coordenadas

(2x, 2y, 2z) (respect., (−2x,−2y,−2z)). Nesse caso, chamamos esse novo vetor

de 2F (respect., −2F ). Assim, de modo geral, define-se

λF = (λx, λy, λz), λ ∈ R. (2.2)
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Algebricamente, o espaço R3 é o conjunto dos ternos (x, y, z) de números

reais. Desse ponto de vista, as igualdades (2.1) e (2.2) definem operações em

R3, as quais chamamos adição (de vetores) e produto (de vetor) por escalar.

Pode-se verificar que essas operações herdam as propriedades fundamentais da

adição e multiplicação de números reais, a saber, comutatividade, associativi-

dade, distributividade e existência de elemento neutro.

Em virtude dessas propriedades, o espaço R3 munido das operações de

adição e multiplicação por escalar consitui uma rica estrutura algébrica, de-

nominada espaço vetorial, a qual fundamenta inúmeras teorias, tais como a

Mecânica, em F́ısica, ou a Geometria e a Análise, em Matemática.

Desta forma, um espaço vetorial pode (e deve) ser visto como uma abstra-

ção do espaço euclidiano R3 como descrito acima. Conforme aludimos anteri-

ormente, o propósito maior da Álgebra Linear é o estudo desses espaços, que

ora iniciamos.

Um espaço vetorial (real) é um conjunto V munido de duas operações:

V × V → V

(v, w) 7→ v + w
e

R× V → V

(λ, v) 7→ λv,

chamadas, respectivamente, de adição e multiplicação por escalar , as quais

têm as seguintes propriedades:

P1: u+ v = v + u ∀u, v ∈ V.

P2: (u+ v) + w = u+ (v + w) ∀u, v, w ∈ V.

P3: Existe 0 ∈ V, tal que v + 0 = v ∀v ∈ V.

P4: Para todo v ∈ V, existe −v ∈ V, tal que v + (−v) = 0.

P5: λ(µv) = (λµ)v.

P6: 1.v = v ∀v ∈ V.

P7: λ(u+ v) = λu+ λv ∀λ ∈ R, u, v ∈ V.

P8: (λ+ µ)v = λv + µv ∀λ, µ ∈ R, v ∈ V.
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Nesse contexto, os elementos de V são chamados de vetores , enquanto os

números reais são chamados de escalares . Um vetor u = v + w é dito a soma

de v e w. Assim, as propriedades (P1) e (P2) expressam, respectivamente, a

comutatividade e associatividade da adição de vetores. A propriedade (P3),

por sua vez, nos diz que essa adição possui um elemento neutro 0 ∈ V, o qual

é chamado de vetor nulo ou, simplesmente, de zero de V (vide Exerćıcio 1).

A propriedade (P4) estabelece que todo vetor de V possui um oposto com res-

peito à adição. As propriedades (P5) e (P6) correspondem à associatividade

e existência de elemento neutro da multiplicação por escalar. Finalmente, as

propriedades (P7) e (P8) expressam a distributividade da adição e da multi-

plicação por escalar, uma com respeito à outra.

Decorre diretamente das propriedades fundamentais da adição e multiplica-

ção de números reais que os conjuntos descritos nos quatro exemplos a seguir,

juntamente com as correspondentes operações, são espaços vetoriais.

Exemplo 2.1 (Os espaços euclidianos). Rn = {(x1, x2, . . . , xn) ; xi ∈ R}. Dados
os vetores v = (x1, . . . , xn), w = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn e o escalar λ ∈ R,
definem-se v + w e λv, respectivamente, por

v + w = (x1 + y1, . . . , xn + yn) e λv = (λx1 , . . . , λxn).

Nesse espaço, o vetor nulo é 0 = (0, . . . , 0), e o oposto do vetor v = (x1, . . . , xn)

é vetor −v = (−x1, . . . ,−xn).

Exemplo 2.2 (Os espaços de matrizes). M(m,n) = {matrizes reais m × n}
com as operações usuais de adição de matrizes e multiplicação de número real

por matriz. O vetor nulo desse espaço é a matriz nula de M(m,n), isto é,

aquela cujas entradas são todas nulas. O oposto da matriz A = (aij)m×n é a

matriz −A = (−aij)m×n.

Exemplo 2.3 (O espaço dos polinômios). O conjunto P [t,R] formado por todos

os polinômios de variável t e coeficientes em R. As operações de adição de

polinômios e multiplicação de um número real por um polinômio fazem de

P [t,R] um espaço vetorial cujo vetor nulo é o polinômio nulo. Um vetor v ∈
P [t,R] se escreve como v = a0 + a1t + · · · + an−1t

n−1 + ant
n, ai ∈ R, e o seu

oposto é o vetor −v = −a0 − a1t− · · · − an−1t
n−1 − ant

n .
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Exemplo 2.4 (Os espaços de funções). O conjunto F(A,R) formado por todas

as funções f : A → R, em que A é um conjunto arbitrário. Dados f, g ∈
F(A,R), definem-se f + g e λf , λ ∈ R, por

f + g : A → R
x 7→ f(x) + g(x)

e
λf : A → R

x 7→ λf(x).

A função identicamente nula de A em R é o vetor nulo de F(A,R) e, dado
f ∈ F(A,R), seu oposto é a função −f que, a cada x ∈ A, associa o real

−f(x).

Proposição 2.1. Dado um espaço vetorial V, valem, para quaisquer λ ∈ R e

v ∈ V, as seguintes igualdades:

i) 0v = 0.

ii) λ0 = 0.

iii) −v = (−1)v.

Demonstração. De fato, 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v, isto é, 0v = 0v + 0v.

Adicionando-se −0v a ambos os membros dessa última igualdade, obtém-se

0v = 0, o que prova (i). De modo inteiramente análogo, prova-se (ii). Da igual-

dade (i), temos que 0 = 0v = (−1+1)v, donde (−1)v+v = 0. Adicionando-se,

então, −v a ambos os membros, obtém-se −v = (−1)v, o que prova a igualdade

(iii) e conclui a demonstração. ■

Note que a propriedade (iii) na proposição acima implica na unicidade do

vetor oposto e nos sugere definir a diferença

u− v = u+ (−v).

Definição 2.1 (SUBESPAÇO VETORIAL). Um subconjunto W ⊂ V de um espaço

vetorial V é chamado de subespaço vetorial (ou simplesmente subespaço) de V,

se cumpre as condições seguintes:

i) 0 ∈ W ;
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ii) u+ v ∈ W sempre que u, v ∈ W ;

iii) λu ∈ W ∀λ ∈ R, u ∈ W.

É imediato que V e {0} são subespaços de V . Eles são ditos subespaços

triviais . O subespaço {0} é também dito nulo. Note que todo subespaço

vetorial é um espaço vetorial.

Exemplo 2.5. Verifiquemos que W = {(x, y) ∈ R2 ; x = y} é um subespaço

vetorial de R2. Com efeito, claramente, 0 = (0, 0) ∈ W . Ademais, dados

u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ W, temos que x1 = y1 e x2 = y2 . Logo, x1 + x2 =

y1 + y2 e, para todo λ ∈ R, λx1 = λy1, donde u+ v = (x1 + x2, y1 + y2) ∈ W e

λu = (λx1, λy2) ∈ W. Portanto, W é um subespaço vetorial de R2.

No exemplo acima, podemos observar que, geometricamente, W é uma reta

r do plano R2 (aquela de equação cartesiana y = x) que passa pela origem do

mesmo. Tomando-se uma equação paramétrica de r, vemos que

W = {v ∈ R2 ; v = t(1, 1), t ∈ R},

isto é, W é o conjunto de todos os múltiplos(i) de (1, 1). Dessa forma, podemos

dizer que o vetor (1, 1) determina o subespaço vetorial W (Fig. 2.2).

Exemplo 2.6. A reta R = {(x, y) ∈ R2 ; x + y + 1 = 0} não contém o vetor

nulo, portanto não é um subespaço de R2. A parábola

P = {(x, y) ∈ R2 ; y = x2}

tampouco é um subespaço de R2, pois nem a adição, nem o produto por escalar

são fechados em P. Com efeito, u = (1, 1) e v = (2, 4) pertemcem a P, porém

u + v = (3, 5) 6∈ P (pois 5 6= 32) e, para todo λ diferente de 0 e de 1, λu =

(λ, λ) 6∈ P. Na verdade, conforme verificaremos, os únicos subespaços não

triviais de R2 são as suas retas que contém a origem 0 = (0, 0).

(i)Um vetor w é um múltiplo de outro vetor v, se existe λ ∈ R, tal que w = λv.
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1

1

W

Figura 2.2: Subespaço W gerado pelo vetor (1, 1).

Exemplo 2.7. Seja W o seguinte subconjunto do espaço R3 :

W = {(x, y, z) ∈ R3 ; 2x+ y − z = 0}.

É imediato que o vetor nulo 0 = (0, 0, 0) pertence a W. Além disso, dados

u = (x1, y1, z1) e v = (x2, y2, z2) em W, temos que 2x1 + y1 − z1 = 0 e 2x2 +

y2 − z2 = 0. Adicionando-se essas igualdades membro a membro, obtém-

se 2(x1 + x2) + (y1 + y2) − (z1 + z2) = 0. Além disso, multiplicando-se a

primeira delas por λ ∈ R, tem-se 2(λx1) + (λy1) − (λz1) = 0. Dessa forma,

u+v = (x1+x2, y1+y2, z1+z2) e λu = (λx1, λx2, λx3) são vetores de W. Logo,

W é um subespaço vetorial de R3.

É sabido que o conjunto W do exemplo anterior é um plano de R3 que

contém a origem (0, 0, 0). Tomando-se, por exemplo, os vetores v1 = (0, 1, 1) e

v2 = (1, 0, 2), de W, obtém-se uma representação paramétrica do mesmo, qual

seja, W = {v ∈ R3 ; v = λ1v1 + λ2v2 , λ1, λ2 ∈ R}. Assim, podemos afirmar

que os vetores v1 = (0, 1, 1) e v2 = (1, 0, 2) determinam o subespaço W.

Os Exemplos 2.5 e 2.7 motivam introduzir o conceito de subespaço gerado

(por um conjunto de vetores). Com essa terminologia, temos, no Exemplo 2.5,
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que W é o subespaço gerado pelo vetor (1, 1), enquanto no Exemplo 2.7, W

é o subespaço gerado pelos vetores (0, 1, 1) e (1, 0, 2). A fim de tornar essa

ideia mais precisa, consideraremos primeiramente o conceito fundamental de

combinação linear de vetores.

Definição 2.2 (COMBINAÇÃO LINEAR). Diz-se que um vetor v de um espaço ve-

torial V é uma combinação linear dos vetores v1 , . . . , vn ∈ V, quando existem

escalares λ1 , . . . , λn ∈ R, tais que

v = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn .

O vetor (1, 2) ∈ R2, por exemplo, é uma combinação linear dos vetores

v1 = (1, 0) e v2 = (0, 1) de R2, pois (1, 2) = 1(1, 0) + 2(0, 1). Note que todo

vetor v = (x, y) ∈ R2 tem essa propriedade, já que

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1) ∀(x, y) ∈ R2.

Exemplo 2.8. Verifiquemos que, em R2, o vetor (2,−3) é combinação linear dos

vetores (1,−1) e (2, 1). Para isso, devemos encontrar escalares λ1, λ2 , tais que

(2,−3) = λ1(1,−1) + λ2(2, 1) = (λ1 + 2λ2,−λ1 + λ2). Sendo assim, devemos

ter λ1 + 2λ2 = 2 e −λ1 + λ2 = −3, isto é, λ1 = 8/3 e λ2 = −1/3. Logo, vale a

seguinte igualdade:

(2,−3) =
8

3
(1,−1)− 1

3
(2, 1).

Exemplo 2.9. Consideremos em M(2) os vetores

E11 =

[
1 0

0 0

]
, E12 =

[
0 1

0 0

]
, E21 =

[
0 0

1 0

]
, E22 =

[
0 0

0 1

]
.

Dado um vetor A =

[
a b

c d

]
∈ M(2), tem-se

[
a b

c d

]
= a

[
1 0

0 0

]
+ b

[
0 1

0 0

]
+ c

[
0 0

1 0

]
+ d

[
0 0

0 1

]
,

donde se conclui que todo vetor A ∈ M(2) é combinação linear dos vetores

Eij, i, j ∈ {1, 2}.
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Exemplo 2.10. Segue-se diretamente da definição de polinômio que todo vetor

v ∈ P [t,R], de grau n, é uma combinação linear dos vetores 1, t, . . . , tn .

Observação 2.1. O conceito de combinação linear pode ser usado para reinter-

pretar o produto de uma matriz A = (aij)m×n por uma matriz coluna X = [v],

em que v = (x1, . . . , xn) é um vetor de Rn (vide Exerćıcio 8 – Cap. 1).

Com efeito, indicando-se por v1 , . . . , vn ∈ Rn os vetores coluna de A, isto

é, escrevendo-se

[vj] =


a1j
a2j
...

anj

 ,

tem-se, pela definição de produto de matrizes, que

AX = A[v] =

 a11x1 + · · ·+ a1nxn

...
am1x1 + · · ·+ amnxn

 = x1[v1] + · · ·+ xn[vn] .

Logo, o produto de uma matriz A ∈ M(m×n) por uma matriz coluna X ∈
M(n× 1) é uma combinação linear dos vetores coluna de A, cujos coeficientes

são as correspondentes entradas de X.

Proposição 2.2 (COMBINAÇÕES LINEARES E SUBESPAÇOS). Sejam V um espaço ve-

torial e v1, . . . , vn vetores de V. Considere o conjunto W formado por todas as

combinações lineares desses vetores, isto é,

W = {v ∈ V ; v = λ1v1 + · · ·+ λnvn , λi ∈ R}.

Então, W é um subespaço vetorial de V.

Demonstração. Temos que 0 = 0v1 + · · · + 0vn , isto é, 0 ∈ W. Tomemos

u = µ1v1 + · · · + µnvn e v = λ1v1 + · · · + λnvn em W, e observemos que

u + v = (µ1 + λ1)v1 + · · · + (µn + λn)vn ∈ W. Ademais, para todo λ ∈ R,
λv = (λλ1)v1 + · · ·+ (λλn)vn ∈ W. Logo, W é um subespaço de V. ■
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Definição 2.3 (SUBESPAÇO GERADO). O subespaço W da Proposição 2.2 é cha-

mado de subespaço gerado pelos vetores v1, . . . , vn, o qual denotaremos por

ger{v1, . . . , vn}. Assim,

ger{v1, . . . , vn} = {v ∈ V ; v = λ1v1 + · · ·+ λnvn, λi ∈ R}.

Pelo Exemplo 2.7, bem como pelas observações feitas após o mesmo, temos

que ger{(0, 1, 1), (1, 0, 2)} = {(x, y, z) ∈ R3 ; 2x + y − z = 0} ⊂ R3. Segue-se

também de considerações anteriores que ger{(1, 0), (0, 1)} = R2. Note ainda

que os vetores v1, v2, v3, v4 do Exemplo 2.9 geram M(2).

Essencialmente, a única operação entre conjuntos que é fechada na classe

dos subespaços vetoriais é a interseção, conforme a proposição seguinte.

Proposição 2.3 (INTERSEÇÃO DE SUBESPAÇOS). Sejam U e W subespaços de um

espaço vetorial V. Então, U ∩W é um subespaço de V.

Demonstração. Temos, pela definição de subespaço vetorial, que 0 ∈ U e 0 ∈
W. Logo, 0 ∈ U ∩ W. Sejam u,w ∈ U ∩ W e λ ∈ R. Então, u,w ∈ U, o que

nos dá u + w ∈ U e λu ∈ U, já que U é um subespaço de V. Analogamente,

u + w ∈ W e λu ∈ W. Dessa forma, u + w ∈ U ∩W e λu ∈ U ∩W, donde se

conclui que U ∩W é um subespaço vetorial de V. ■
Proposição 2.4. Seja {v1, . . . , vn} um subconjunto finito de um espaço vetorial

V. Se w ∈ ger{v1, . . . , vn}, então ger{v1 , . . . , vn, w} = ger{v1 , , . . . , vn}.
Demonstração. Dado v = λ1v1 + · · · + λnvn ∈ ger{v1 , . . . , vn}, podemos es-

crever v = λ1v1 + · · · + λnvn + 0w, donde v ∈ ger{v1, . . . , vn, w}. Logo,

ger{v1 , , . . . , vn, w} ⊃ ger{v1 , , . . . , vn}.
Agora, uma vez que w ∈ ger{v1 , . . . , vn}, existem escalares λ1, λ2, . . . , λn ,

tais que w = λ1v1 + · · · + λnvn . Dado, então, v ∈ ger{v1, . . . , vn, w}, sejam
µ1, . . . , µn+1 escalares tais que v = µ1v1 + · · ·+ µnvn + µn+1w. Assim, temos

v = µ1v1 + · · ·+ µnvn + µn+1(λ1v1 + · · ·+ λnvn)

= (µ1 + µn+1λ1)v1 + · · ·+ (µn + µn+1λn)vn ,

donde se infere que v ∈ ger{v1, . . . , vn}. Logo, vale a inclusão

ger{v1, . . . , vn, w} ⊂ ger{v1, . . . , vn},

de modo que ger{v1 , , . . . , vn, w} = ger{v1 , , . . . , vn}. ■
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2.2 Dependência Linear

No que diz respeito a subespaços gerados, a Proposição 2.4 da seção anterior

nos leva a concluir que, num conjunto A de geradores de um tal subespaço,

pode haver vetores “obsoletos”, isto é, o conjunto obtido de A por exclusão

desses vetores gera o mesmo subespaço que A. Nosso objetivo, agora, será o

de determinar condições que, ao serem verificadas, nos permitirão decidir se há

ou não vetores obsoletos num conjunto de geradores de um subespaço vetorial.

Isso nos leva à noção de dependência linear de vetores.

Consideremos, inicialmente, o espaço R2.

Lema 2.1. Sejam v = (a, b) e w = (c, d) vetores não nulos de R2. Então, v é

múltiplo de w se, e somente se, ad− bc = 0.

Demonstração. Com efeito, se existe λ ∈ R satisfazendo v = λw, então λ 6= 0,

pois v, w 6= 0. Além disso, devemos ter a = λc e b = λd. Logo,

ad− bc = (λc)d− (λd)c = 0.

Reciprocamente, suponhamos que ad− bc = 0 se cumpra. Como v e w são

não nulos, temos que a 6= 0 ou b 6= 0 e c 6= 0 ou d 6= 0. Suponhamos, sem

perda de generalidade, que d, b 6= 0 e façamos λ = b/d. Nesse caso, segue-se da

hipótese que a = λc. Assim,

v = (a, b) = (λc, λd) = λ(c, d) = λw,

donde se infere que v é múltiplo de w. ■

Proposição 2.5. Sejam v = (a, b) e w = (c, d) vetores não nulos de R2. Então,

ger{v, w} = R2 se, e somente se, v não é múltiplo de w.

Demonstração. Suponhamos que ger{v, w} = R2. Então, para todo vetor u =

(x, y) ∈ R2, existem escalares λ, µ satisfazendo u = λv + µw. Dáı, tem-se

x = λa + µc e y = λb + µd. Multiplicando-se a primeira destas equações

por −b, a segunda por a e adicionando-as, obtemos −bx + ay = µ(ad − bc).

Façamos, agora, u = (−b, a). Teremos, então, a2+b2 = µ(ad−bc). No entanto,
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v = (a, b) 6= 0, isto é, a2 + b2 > 0. Segue-se que ad− bc 6= 0 e, pelo Lema 2.1,

que v não é múltiplo de w.

Reciprocamente, suponhamos que v = (a, b) não seja múltiplo do vetor

w = (c, d), isto é, que ad− bc 6= 0. Dado então u = (x, y) ∈ R2, tomando-se

λ =
dx− cy

ad− bc
e µ =

ay − bx

ad− bc
,

verifica-se facilmente que u = λv + µw, isto é, u ∈ ger{v, w}. Uma vez que u

é arbitrário, segue-se que ger{v, w} = R2. ■

Segue-se das Proposições 2.4 e 2.5 que, se v, w ∈ R2 são não-nulos e um é

múltiplo do outro, então ger{v, w} = ger{v} = ger{w} ⫋ R2. Nesse caso, v e

w satisfazem a relação v − λw = 0 para algum escalar λ. Por outro lado, se

ger{v, w} = R2, a única relação entre os vetores v e w do tipo

λv + µw = 0 (2.3)

é aquela em que λ = µ = 0. De fato, se tivéssemos, digamos, λ 6= 0, resularia

de (2.3) que v = −µ
λ
w, o que contradiria a Proposição 2.5.

Essas considerações motivam a definição que se segue.

Definição 2.4 (DEPENDÊNCIA LINEAR). Seja A = {v1, . . . , vn} um conjunto de n

vetores de um espaço vetorial V. Uma combinação linear desses vetores,

λ1v1 + · · ·+ λnvn = v,

é dita nula, se o vetor resultante v for o vetor nulo. Uma combinação linear nula

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0 é dita trivial , se todos os escalares λi forem nulos, caso

contrário, ela é dita não trivial. Diz-se, então, que o conjunto A é linearmente

dependente (LD), quando existe uma combinação linear nula e não trivial de

seus elementos. Caso contrário, ele é dito linearmente independente (LI).

Sejam v e w vetores de um espaço vetorial V. Se v for múltiplo de w, então

{v, w} será LD. Com efeito, nessas condições, existe um escalar λ, tal que
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v = λw, isto é, v − λw = 0. Já o conjunto {(1, 0), (0, 1)} ⊂ R2 é LI, pois

considerando-se uma combinação linear nula de seus elementos,

λ(1, 0) + µ(0, 1) = (0, 0),

teremos (λ, µ) = (0, 0), implicando λ = µ = 0. Assim, a única combinação

linear nula posśıvel de (1, 0) e (0, 1) é a trivial, donde {(1, 0), (0, 1)} é LI.

Exemplo 2.11. Dados vetores não nulos v1, . . . , , vn ∈ V, temos que o conjunto

A = {0, v1, . . . , vn} é LD. De fato, para todo λ 6= 0,

λ0+ 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vn = 0

é uma combinação linear nula e não trivial dos vetores de A.

Exemplo 2.12. Consideremos A = {(1, 2,−1), (1, 0, 1), (0,−1, 1)} ⊂ R3 e veri-

fiquemos se esse conjunto é LI ou LD. Para tanto, tomemos uma combinação

linear nula de seus elementos

x(1, 2,−1) + y(1, 0, 1) + z(0,−1, 1) = (0, 0, 0).

Dáı, resulta o seguinte sistema linear
x + y = 0

2x − z = 0

− x + y + z = 0.

Resolvendo-o, verifica-se que qualquer terno (x,−x, 2x) é uma solução do

mesmo. Tomando-se, então, x 6= 0, obtém-se uma combinação linear nula

e não trivial dos vetores de A, qual seja,

x(1, 2,−1)− x(1, 0, 1) + 2x(0,−1, 1) = 0.

Logo, A é linearmente dependente.

Procedendo-se como no exemplo acima, obtém-se facilmente o resultado

seguinte (vide, também, Exerćıcio 8).
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Proposição 2.6. Dado um subconjunto finito C = {v1 , . . . , vn} ⊂ Rm, seja

A = [v1 · · · vn] a matriz m × n cujos vetores coluna são os elementos de C.
Então, C é LI se, e somente se, o sistema linear homogêneo AX = 0 admite

apenas a solução trivial.

Exemplo 2.13. Sejam f, g : R → R as funções cosseno e seno, isto é, f(x) =

cos x e g(x) = sen x. O conjunto A = {f, g} é LI no espaço de funções F(R,R).
De fato, dada uma combinação linar nula de f e g, λf + µg = 0, devemos ter,

para todo x ∈ R,
λ cos x+ µ sen x = 0.

Fazendo-se x = 0 e, em seguida, x = π/2, obtém-se λ = µ = 0. Logo, A é um

conjunto LI de vetores de F(R,R).

Verifiquemos, nas proposições seguintes, algumas propriedades básicas de

conjuntos LI e LD.

Proposição 2.7. Sejam A ⊂ B ⊂ C subconjuntos finitos de um espaço vetorial

V. Então, são verdadeiras as seguintes afirmações:

i) A será LI, se B for LI;

ii) C será LD, se B for LD;

isto é, todo subconjunto de um conjunto LI é LI, e todo conjunto que contém

um conjunto LD é LD.

Demonstração. Façamos A = {v1, . . . , vk}, B = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vm} e

C = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn}, em que k ≤ m ≤ n. Suponha-

mos que B seja LI e tomemos uma combinação linear nula dos vetores de A,

λ1v1 + · · ·+ λkvk = 0. Se algum dos λi’s fosse diferente de zero, teŕıamos uma

combinação linear nula não trivial dos elementos de B, a saber,

λ1v1 + · · ·+ λkvk + 0vk+1 + · · ·+ 0vm = 0,

contrariando o fato de B ser LI. Segue-se que cada λi é nulo e, portanto,

que A é LI, o que prova (i). Quanto ao item (ii), suponhamos que B seja
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LD. Então, existe uma combinação linear nula e não trivial dos vetores de B,
λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0. Dessa forma,

λ1v1 + · · ·+ λmvm + 0vm+1 + · · ·+ 0vn = 0

é uma combinação linear nula e não trivial dos vetores de C, donde se infere

que C é LD. ■
Proposição 2.8. Um subconjunto finito de um espaço vetorial V é LD se, e so-

mente se, um de seus vetores se expressa como combinação linear dos demais.

Demonstração. Seja A = {v1, . . . , vn} ⊂ V um subconjunto finito de V. Su-

pondo-se que o mesmo seja LD, tomemos uma combinação linear nula e não

trivial de seus vetores,

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0. (2.4)

Então, para algum i ∈ {1, 2, . . . , n}, tem-se λi 6= 0. Dáı e da igualdade (2.4),

obtém-se

vi = −λ1

λi

v1 − · · · − λi−1

λi

vi−1 −
λi+1

λi

vi+1 · · · −
λn

λi

vn ,

isto é, vi é combinação linear de v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn .

Suponhamos agora que, para algum i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenha-se

vi = λ1v1 + · · ·+ λi−1vi−1 + λi+1vi+1 + · · ·+ λnvn .

Dáı, obtém-se a combinação linear nula e não trivial

λ1v1 + · · ·+ λi−1vi−1 − vi + λi+1vi+1 + · · ·+ λnvn = 0,

donde se infere que A = {v1, . . . , vn} é LD. ■

O conceito de dependência linear pode ser facilmente estendido a subcon-

juntos infinitos de um espaço vetorial V. Basta dizer que um tal conjunto é LI,

se qualquer um de seus subconjuntos finitos é LI no sentido da Definição 2.4.

Caso contrário, diz-se que este conjunto é LD. Deixamos a cargo do leitor a

tarefa de verificar que o conjunto

A = {1, t, t2, . . . , tn, tn+1, . . . }

é LI no espaço dos polinômios, P [t,R].
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2.3 Bases – Dimensão

Nesta seção, consideraremos subconjuntos de espaços vetoriais, os quais

chamamos de base, que possuem duas caracteŕısticas: são linearmente inde-

pendentes e geram o espaço vetorial que os contém. Constataremos, então, que

duas bases finitas quaisquer de um espaço vetorial V têm, necessariamente, o

mesmo número de elementos, o qual chamamos dimensão de V.

Muitas propriedades de um espaço vetorial são verificadas através de suas

bases. Isto se dá, especialmente, quando do estudo de aplicações entre espaços

vetoriais, conforme constataremos nos caṕıtulos subsequentes.

Definição 2.5 (BASE – DIMENSÃO FINITA). Um subconjunto B ⊂ V de um espaço

vetorial V é dito uma base do mesmo, se:

i) B é LI;

ii) gerB = V.

Diz-se, então, que V tem dimensão finita, quando contém uma base finita.

Caso contrário, diz-se que V tem dimensão infinita.

Para estabelecer o principal resultado desta seção (Teorema 2.1), usaremos

a proposição abaixo, que refina o resultado da Proposição 2.8.

Proposição 2.9. Seja A = {v1, . . . , vn} um conjunto de vetores não nulos de um

espaço vetorial V. Então, A é LD se, e somente se, para algum k ∈ {2, . . . , n},
o vetor vk é uma combinação linear de v1, . . . , vk−1 .

Demonstração. Suponhamos que A seja LD. Defina k ∈ {2, . . . , n} como o

menor inteiro para o qual o conjunto {v1, v2, . . . , vk} é LD (note que, se v1
fosse o vetor nulo, um tal k não existiria). Dessa forma, existe uma combinação

linear nula e não trivial de v1, . . . , vk ,

λ1v1 + · · ·+ λkvk = 0.

Além disso, devemos ter λk 6= 0, caso contrário λ1v1+ · · ·+λk−1vk−1 = 0 seria

uma combinação linear nula e não trivial de v1, . . . , vk−1 , o que, juntamente
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com a Proposição 2.8, implicaria que estes vetores são LD, contrariando, dessa

forma, a definição de k. Segue-se que λk 6= 0 e, portanto, que

vk = −λ1

λk

v1 − · · · − λk−1

λk

vk−1 ,

isto é, vk é combinação linear de v1, . . . , vk−1 .

Reciprocamente, suponhamos que, para algum k ∈ {2, . . . , n}, tenha-se
vk ∈ ger{v1, . . . , vk−1}. Nesse caso, pela Proposição 2.8, {v1, . . . , vk−1, vk} é

LD. Logo, pela Proposição 2.7-(ii), A = {v1, . . . , vk, . . . , vn} é LD. ■

Corolário 2.1. Sejam V um espaço vetorial e A = {v1, . . . , vn} ⊂ V um sub-

conjunto LI. Nessas condições, se v ∈ V − gerA, então {v1, . . . vn, v} é LI.

Demonstração. Pela Proposição 2.9, nenhum dos vetores vi é combinação li-

near dos anteriores, uma vez que A é LI. Além disso, por hipótese, v não é

combinação linear dos vetores de A. Logo, pela Proposição 2.9, {v1, . . . vn, v}
é linearmente independente. ■

O teorema a seguir, cujo argumento é devido a P. Halmos, nos permitirá

introduzir um dos conceitos fundamentais da Álgebra Linear, o de dimensão.

Teorema 2.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Então, a quan-

tidade de elementos de um conjunto LI, de V, nunca excede a de um conjunto

de geradores desse espaço. Mais precisamente, se A = {v1, . . . , vn} ⊂ V é LI,

e B = {w1, . . . , wm} gera V, então, m ≥ n.

Demonstração. Consideremos o conjunto B′ = {vn, w1, . . . , wm}. Uma vez que

B gera V, temos, em particular, que vn ∈ ger{w1, . . . , wm}. Logo, pela Proposi-

ção 2.8, B′ é LD. Então, pela Proposição 2.9, um dos vetores wi , de B′, é uma

combinação linear dos anteriores a ele em B′. Segue-se, então, da Proposição

2.4 e do fato de B′ gerar V (já que B gera V ), que

B1 = {vn, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wm}

gera V. Consideremos agora o conjunto

B′
1 = {vn−1, vn, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wm}.
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Como anteriormente, B′
1 é LD e gera V. Sendo assim, podemos proceder de

modo análogo e obter

B2 = {vn−1, vn, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . wj−1, wj+1, . . . , wm},

tal que gerB2 = V.

Repetimos esse processo (de se retirar um elemento de B a cada elemento

de A acrescentado) até que não haja mais vi’s a acrescentar (o que ocorrerá se

m ≥ n) ou wi’s a retirar (o que ocorrerá se m ≤ n).

Dessa forma, se tivéssemos m < n, fazendo-se k = (n − m) + 1, termi-

naŕıamos com um subconjunto próprio de A, {vk, . . . , vn}, o qual geraria V.

Em particular, cada um dos vetores v1, . . . , vk−1 seria uma combinação linear

de vk, . . . , vn , contrariando o fato de A ser LI. Segue-se desta contradição que

devemos ter, necessariamente, m ≥ n, como queŕıamos demonstrar. ■

Corolário 2.2. Duas bases quaisquer de um espaço vetorial de dimensão finita

têm a mesma quantidade de vetores.

Demonstração. Com efeito, suponha que A e B sejam bases distintas de um tal

espaço vetorial, com m e n elementos, respectivamente. Uma vez que, ambos,

A e B, são LI e geram V, pelo Teorema 2.1, devemos ter m ≥ n e n ≥ m,

donde m = n. ■

Definição 2.6 (DIMENSÃO). Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. A

dimensão de V, que será denotada por dim V, define-se como o número de ele-

mentos de uma qualquer de suas bases. O espaço vetorial nulo, por convenção,

tem dimensão 0.

Os vetores

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . 1),

claramente, formam uma base de Rn, dita a base canônica desse espaço. Segue-

se que dimRn = n. Pode-se verificar facilmente também que os vetores Eij,

i, j ∈ {1, 2}, definidos no Exemplo 2.9, constituem uma base de M(2), donde

se infere que dimM(2) = 4.
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Mais geralmente, dados i ∈ {1, . . . ,m} e j ∈ {1, . . . , n}, defina a matriz

Eij ∈ M(m,n) como aquela cuja j-ésima coluna é o i-ésimo vetor ei da base

canônica de Rn, e cujas demais colunas são todas nulas. Como no caso m =

n = 2, verifica-se facilmente que

B = {Eij ; i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

é uma base de M(m,n). Logo, vale a igualdade

dimM(m,n) = mn.

Dada uma base B = {v1, . . . , vn} de um espaço vetorial V de dimensão n,

para todo v ∈ V, os escalares λ1, . . . , λn que cumprem a igualdade

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn

são únicos. Eles são ditos as coordenadas de v com relação à base B. Para
constatarmos isso, suponhamos que

v = µ1v1 + · · ·+ µnvn.

Nesse caso, devemos ter

λ1v1 + · · ·+ λnvn = µ1v1 + · · ·+ µnvn ,

donde (λ1 − µ1)v1 + · · ·+ (λn − µn)vn = 0. Uma vez que B é LI, segue-se que

λ1 − µ1 = · · · = λn − µn = 0. Logo, λi = µi ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Exemplo 2.14. O conjunto B = {(1, 1), (−1, 1)} é uma base de R2 (verifique!).

Dado um vetor (x, y) ∈ R2, determinemos suas coordenadas com respeito a

essa base. Assim, buscamos escalares λ, µ ∈ R, os quais cumpram (x, y) =

λ(1, 1) + µ(−1, 1), isto é, λ e µ são as variáveis do sistema:{
λ − µ = x

λ + µ = y,

cuja solução é λ = (x+ y)/2 e µ = (x− y)/2. Dessa forma, temos

(x, y) =
x+ y

2
(1, 1) +

x− y

2
(−1, 1).
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Exemplo 2.15. No espaço R3, as retas que contém a origem 0 = (0, 0, 0) são

os subespaços de dimensão 1, enquanto os planos que contém 0 são seus su-

bespaços de dimensão 2. Esses são todos os subespaços não triviais de R3.

Exemplo 2.16. Seja W ⊂ M(2) o conjunto das matrizes quadradas de ordem

2 que têm traço nulo. Então, todo elemento de W se escreve como:[
a b

c −a

]
, a, b, c ∈ R.

Além disso, vale a seguinte igualdade:[
a b

c −a

]
= a

[
1 0

0 −1

]
+ b

[
0 1

0 0

]
+ c

[
0 0

1 0

]
.

Logo, W é o subespaço de M(2) gerado pelo conjunto

B =

{[
1 0

0 −1

]
,

[
0 1

0 0

]
,

[
0 0

1 0

]}
.

Pode-se verificar facilmente que B é também LI. Dessa forma, B é uma base

de W, donde se infere que dimW = 3.

De forma análoga, mostra-se que o conjunto formado pelas matrizes qua-

dradas de ordem n que têm traço nulo é um subespaço de M(n), cuja dimensão

é n− 1.

Proposição 2.10. Seja V um espaço vetorial de dimensão n > 0. Então, são

verdadeiras as seguintes afirmações:

i) Todo subconjunto finito de V com mais de n vetores é LD;

ii) Todo subconjunto LI de V que possui n vetores é uma base de V ;

iii) Todo subespaço W de V é de dimensão finita, e cumpre dimW ≤ dimV,

em que a igualdade ocorre se, e somente se, V = W ;

iv) Para todo subconjunto LI, {v1 , . . . , vk} ⊂ V, 1 ≤ k < n, existem vetores

vk+1 , . . . , vn, tais que {v1 , . . . , vk , . . . , vn} constitui uma base de V (isto

é, todo subconjunto LI, de V, pode ser “completado” de modo a formar

uma base).
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Demonstração. (i) Seja A um subconjunto finito de V com mais de n vetores.

Se A fosse LI, teŕıamos uma contradição com o Teorema 2.1, pois toda base

de V tem n elementos e gera V. Logo, A é LD.

(ii) Consideremos um conjunto LI, B = {v1, . . . , vn} ⊂ V. Se B não gerasse

V, existiria um vetor v ∈ V, tal que v /∈ gerB. Pelo Corolário 2.1, o conjunto

{v1, . . . vn, v} seria LI, contradizendo (i). Dessa forma, B gera V e, portanto,

é uma base desse espaço.

(iii) Se o subespaço W não fosse de dimensão finita, ou tivesse dimensão

finita e maior que dim V, existiria um conjunto LI, {w1 , . . . wm} ⊂ W, tal que

m > n, o que contradiz (i). Assim, W tem dimensão finita e dimW ≤ dimV.

Ocorrendo a igualdade, tem-se, por (ii), que toda base de W é também uma

base de V, implicando que V = W. A rećıproca é imediata.

(iv) O conjunto {v1 , . . . , vk} ⊂ V, sendo LI, não pode gerar V, senão te-

ŕıamos uma base de V com menos de n vetores. Logo, existe vk+1 ∈ V −
ger{v1, . . . , vk}, donde {v1 , . . . , vk , vk+1} é LI. Procedendo-se indutivamente,

obtém-se um conjunto LI, {v1 , . . . , vk, . . . , vn}, o qual, por (ii), constitui uma

base de V. ■

Exemplo 2.17. Consideremos B = {(1,−1, 1), (0, 1, 2), (1, 0,−2)} ⊂ R3 e de-

notemos por A a matriz cujas colunas são os vetores de B. Resolvendo-se o

sistema linear homogêneo associado, AX = 0, verifica-se que o mesmo admite

apenas a solução trivial, donde se infere que B é LI. Uma vez que a dimensão

de R3 é 3, segue-se da Proposição 2.10-(ii) que B é uma base de R3.

Adotemos a seguinte notação: Um vetor v de um espaço vetorial V, cujas

coordenadas com respeito a uma base B = {v1 , . . . vn} de V são x1 , . . . , xn ,

será indicado por (x1, , . . . , xn)B , isto é, valem, por definição, as igualdades:

v = (x1, , . . . , xn)B = x1v1 + · · ·+ xnvn .

Como vimos fazendo, omitiremos a indicação de B quando esta for a base

canônica de Rn.

Exemplo 2.18. Constatamos no Exemplo 2.14 que um vetor v de R2, cujas

coordenadas com respeito à base canônica são x e y, tem x+y
2

e x−y
2

como
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coordenadas com respeito à base B = {(1, 1), (−1, 1)}. Nesse caso, escrevemos

v = (x, y) =

(
x+ y

2
,
x− y

2

)
B
.

Nos será conveniente, também, associarmos a v ∈ V uma matriz coluna

[v]B, cujas entradas são suas coordenadas com respeito à base B, isto é,

[v]B =

x1

...

xn

 .

No caso em que V = Rn e B é a sua base canônica, denotamos [v]B sim-

plesmente por [v] (vide Exerćıcio 8 – Cap. 1).

Segue-se diretamente da unicidade das coordenadas de um vetor com res-

peito a uma base, bem como das propriedades da adição e multiplicação por

escalar em V, que a correspondência

v ∈ V ↔ [v]B ∈ M(n, 1)

é biuńıvoca, e cumpre as seguintes igualdades:

� [u+ v]B = [u]B + [v]B;

� [λu]B = λ[u]B .

2.4 O Posto de uma Matriz

Nesta seção, temos como objetivo desenvolver um método que nos permita

extrair uma base de um conjunto de geradores de um subespaço W de um

espaço de dimensão finita, V. Esse processo nos conduzirá naturalmente ao

conceito de posto de uma matriz. Uma vez que usaremos coordenadas, nos

limitaremos ao caso V = Rn.

Dada uma matriz A = (aij)m×n, o subespaço LA ⊂ Rn, gerado pelos

vetores linha de A, é dito o espaço linha de A, enquanto o subespaço CA ⊂ Rm,

gerado pelos vetores coluna de A, é chamado de espaço coluna de A.



§2.4 O Posto de uma Matriz 45

Consideremos, por exemplo, a matriz

A =

[
1 2 −1

2 −1 1

]
.

Seus espaços linha e coluna são LA = ger {(1, 2,−1), (2,−1, 1)} ⊂ R3 e

CA = ger {(1, 2), (2,−1), (−1, 1)} ⊂ R2. Note que,

dimLA = dim CA = 2.

No caso da matriz

B =

 2 −4

1 −2

3 −6

 ,

temos que LB = ger {(2,−4), (1,−2), (3,−6)} = ger {(1,−2)} ⊂ R2, en-

quanto CB = ger {(2, 1, 3), (−4,−2,−6)} = ger {(2, 1, 3)} ⊂ R3. Em particular,

dimLB = dimCB = 1.

Os exemplos acima sugerem o resultado seguinte, cuja peculiaridade reside

no fato de os espaços linha e coluna de uma matriz m× n, com m 6= n, serem

subespaços de espaços euclidianos distintos.

Proposição 2.11. O espaço linha e o espaço coluna de uma matriz arbitrária

A têm mesma dimensão, a qual chama-se posto de A.

Demonstração. Consideremos uma matriz A = (aij)m×n, e designemos os seus

vetores linha e coluna, respectivamente, por u1 , . . . , um e v1 , . . . , vn , isto é,

A =

 u1

...

um

 =
[
v1 · · · vn

]
.

Tomemos uma base B = {w1, · · · , wk}, de LA , e escrevamos

wp = (λp1 , . . . , λpn) =
n∑

j=1

λpjej , p = 1, . . . k, (2.5)
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em que {e1 , . . . , en} é a base canônica de Rn. Designemos por µip , p = 1, . . . , k,

as coordenadas de ui com respeito a B. Assim, temos que,

ui =
k∑

p=1

µipwp =
k∑

p=1

µip

(
n∑

j=1

λpjej

)
=

n∑
j=1

(
k∑

p=1

µipλpj

)
ej . (2.6)

Uma vez que

ui = (ai1 , . . . , ain) =
n∑

j=1

aijej ,

segue-se da unicidade das coordenadas de ui com respeito à base canônica, que

aij =
k∑

p=1

µipλpj ∀i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. (2.7)

Definindo-se, então, para cada p ∈ {1, · · · , k}, o vetor

w′
p =

p∑
i=1

µipei,

a igualdade (2.7) nos dá

vj =
k∑

p=1

λpjw
′
p .

Logo, CA ⊂ ger {w′
1, . . . w

′
k}, donde

dimCA ≤ k = dimLA . (2.8)

Finalmente, aplicando-se (2.8) à transposta A∗ da matriz A, obtém-se

dimCA = dimLA∗ ≥ dimCA∗ = dimLA ,

o que implica dimLA = dimCA , como desejado. ■

Corolário 2.3. Para toda matriz A ∈ M(m,n), vale a igualdade:

postoA = postoA∗.
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Proposição 2.12. Os vetores linha não nulos de uma matriz escalonada são

linearmente independentes. Em particular, eles formam uma base do espaço

linha dessa matriz.

Demonstração. De fato, sejam u1 , . . . , ur ⊂ Rn os vetores linha não nulos de

uma matriz escalonada A = (aij)m×n . Nesse caso, se a1k , 1 ≤ k ≤ n, é a

primeira coordenada não nula de u1 , então a k-ésima coordenada dos demais

vetores, u2 , . . . , ur , é igual a zero. Assim, u1 não é combinação linear de

u2 , . . . , ur . Analogamente, u2 não é combinação linear de u3 , . . . , ur e assim

por diante, isto é, considerando-se os vetores linha de A na ordem

ur, ur−1, . . . , u1,

tem-se que nenhum deles se escreve como combinação linear dos anteriores. O

resultado segue-se, então, da Proposição 2.9. ■

Proposição 2.13. Sejam A = (aij)m×n e B = (bij)m×n matrizes linha equiva-

lentes. Então, LA = LB. Em particular, o posto de A é igual ao de B.

Demonstração. Seja L = {u1 , . . . , um} ⊂ Rn o conjunto formado pelas linhas

não nulas de A. Evidentemente, a permutação de linhas, ou a multiplicação de

uma linha por um escalar não nulo, não altera o espaço LA = gerL.

Consideremos, então, o conjunto

L′ = {u1 , . . . , uj−1 , uj + λui , uj+1 , . . . , um},

obtido de L substituindo-se o seu j-ésimo vetor uj por uj + λui , em que λ é

um escalar não nulo, e 1 ≤ i 6= j ≤ m. Devemos, dessa forma, mostrar que

gerL′ = gerL. Para tanto, observemos que, dado v ∈ gerL, existem escalares

µ1 , . . . , µm , tais que

v = µ1u1 + · · ·+ µiui + · · ·µjuj + · · ·+ µmum

= µ1u1 + · · ·+ (µi + λµj − λµj)ui + · · ·+ µjuj + · · ·+ µmum

= µ1u1 + · · ·+ (µi − λµj)ui + · · ·+ µj(uj + λui) + · · ·+ µmum ,

donde v ∈ gerL′, isto é, gerL ⊂ gerL′.

Fazendo-se, agora, u′
j = uj + λui , tem-se que L e L′ se escrevem como:
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� L′ = {u1 , . . . , uj−1 , u
′
j , uj+1 , . . . , um};

� L = {u1 , . . . , ui , . . . , u
′
j − λui , . . . , um}.

Logo, os argumentos acima se aplicam igualmente, implicando que ger L′ ⊂
gerL e, portanto, que gerL′ = gerL, como queŕıamos demonstrar. ■

Exemplo 2.19. Determinemos, através dos resultados acima, uma base para o

subespaço W, de R4, gerado pelo seguinte conjunto:

L = {(1, 0, 2,−1), (3,−2, 1, 1), (4,−2, 3, 0), (2,−2,−1, 2)}.

Para tanto, basta considerarmos a matriz A cujas linhas são os vetores de L,

e verificar que a mesma é linha equivalente à matriz escalonada

E =


1 0 2 −1

0 −2 −5 4

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Logo, B = {(1, 0, 2,−1), (0,−2,−5, 4)} é uma base de LE = LA = W. Em

particular, dimW = 2.

Vejamos, na proposição seguinte, como caracterizar matrizes invert́ıveis

através do conceito de posto.

Proposição 2.14. São equivalentes as seguintes afirmações acerca de uma ma-

triz quadrada A ∈ M(n) :

i) A é invert́ıvel;

ii) Para toda matriz B ∈ M(n, 1), o sistema linear AX = B admite uma

única solução;

iii) A tem posto n.
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Demonstração. (i) ⇒ (ii): Dada B ∈ M(n, 1), sendo A invert́ıvel, temos que

X = A−1B é, claramente, a única solução de AX = B.

(ii) ⇒ (i): Seja N = [w1 · · ·wn] ∈ M(n) uma matriz arbitrária. Por hipótese,

para cada i = 1, . . . , n, existe um único vi ∈ Rn, tal que A[vi] = [wi]. Logo,

M = [v1 · · · vn] é a única matriz de M(n) que satisfaz a igualdade AM = N.

Dito de outra forma, a equação matricial

AY = N, N ∈ M(n), (2.9)

admite sempre uma única solução Y ∈ M(n). Em particular, se N = A,

então Y = I. Agora, fazendo-se N = I, temos que existe M ∈ M(n), tal que

AM = I. Escrevendo-se, então, I ′ = MA, e multiplicando-se à esquerda por

A, obtém-se AI ′ = A, implicando que I ′ = I. Logo, AM = MA = I, donde A

é invert́ıvel e M = A−1.

(ii) ⇒ (iii): Por hipótese, o sistema AX = 0 admite apenas a solução trivial.

Logo, pela Proposição 2.6, os n vetores coluna de A são LI, donde se infere

que o posto de A é n.

(iii) ⇒ (ii): Escrevendo-se A = [v1 · · · vn], tem-se que B = {v1 , . . . , vn} é uma

base de Rn, já que, por hipótese, A tem posto n. Dada B ∈ M(n, 1), seja w ∈
Rn, tal que B = [w]. Fazendo-se, então, C = [w]B, tem-se, pelas considerações

da Observação 2.1, que C é a única solução do sistema AX = B. ■

2.5 Somas de Subespaços

Sejam V um espaço vetorial e U,W ⊂ V subespaços de V. Definimos a

soma de U e W, U +W, como o subconjunto de V formado por todos as somas

do tipo u+ w, em que u ∈ U e w ∈ W, isto é,

U +W = {v ∈ V ; v = u+ w, u ∈ U, w ∈ W}.

No caso em que U ∩W = {0}, dizemos que essa soma é direta e a denotamos

por U ⊕W.

Proposição 2.15. Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V. Então,

U +W é um subespaço de V.
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Demonstração. Temos que 0 ∈ U ∩W. Logo, 0 = 0 + 0 ∈ U +W. Tomemos

v, v′ ∈ U + W. Então, existem u, u′ ∈ U e w,w′ ∈ W, tais que v = u + w e

v′ = u′ + w′. Uma vez que U e W são subespaços de V, temos que u+ u′ ∈ U,

e w + w′ ∈ W. Além disso, dado λ ∈ R, tem-se λu ∈ U e λw ∈ W. Logo,

v + v′ = (u + u′) + (w + w′) ∈ U + W e λv = λu + λw ∈ U + W, donde se

conclui que U +W é um subespaço vetorial de V. ■

Exemplo 2.20. Sejam U = ger {(1, 0)} e W = ger {(1, 1)} os subespaços de

R2 gerados, respectivamente, por (1, 0) e (1, 1). Claramente, {(1, 0), (1, 1)} é

uma base de R2. Logo, cada v ∈ R2 se escreve como v = λ(1, 0) + µ(1, 1).

Fazendo-se λ(1, 0) = u ∈ U e µ(1, 1) = w ∈ W, temos que v ∈ U +W. Além

disso, U ∩W = {0}. Logo, R2 = U ⊕W.

Exemplo 2.21. Considere, em R3, os vetores v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0) e v3 =

(1, 1,−1), juntamente com os subespaços U = ger{v1, v2} e W = ger{v1, v3}.
Pode-se verificar facilmente que R3 = U +W e que U ∩W = ger{v1} 6= {0}.
Logo, essa soma não é direta.

Exemplo 2.22. Relembremos que uma função f ∈ F(R,R) é dita par (respect.,

ı́mpar), quando cumpre f(x) = f(−x) ∀x ∈ R (respect., f(x) = −f(−x) ∀x ∈
R). Pode-se verificar facilmente que

U = {f ∈ F(R,R) ; f é par} e W = {f ∈ F(R,R) ; f é ı́mpar}

são subespaços de F(R,R). Além disso, a única função f ∈ F(R,R) que é

par e ı́mpar é a função nula, isto é, U ∩ W = {0}. De fato, para uma tal f,

f(x) = f(−x) = −f(x), donde f(x) = 0 ∀x ∈ R.
Observemos agora que, dada uma função arbitrária f ∈ F(R,R), tem-se

que as funções

p(x) :=
f(x) + f(−x)

2
e q(x) :=

f(x)− f(−x)

2

são par e ı́mpar, respectivamente. Uma vez que f = p+ q ∈ U ⊕W, tem-se

F(R,R) = U ⊕W.
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Proposição 2.16. Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V. Então, se

U ∩W = {0}, são verdadeiras as seguintes afirmações:

i) Para todo v ∈ U ⊕W, existem únicos vetores u ∈ U e w ∈ W, tais que

v = u+ w;

ii) dim (U ⊕W ) = dimU + dimW, se V tiver dimensão finita.

Demonstração. Dado v ∈ U ⊕W, suponhamos que

v = u+ w e v = u′ + w′, u, u′ ∈ U, w,w′ ∈ W.

Dáı, temos que u+w = u′+w′, isto é, u−u′ = w′−w. Uma vez que U e W são

subespaços de V, devemos ter u− u′ ∈ U e w′ −w ∈ W. Porém U ∩W = {0}.
Logo, u− u′ = w′ − w = 0, o que nos dá u = u′ e w = w′, provando, assim, a

asserção (i).

Quanto a (ii), tomemos bases A = {u1, · · · , um} e B = {w1, · · · , wn}, de U
e W, respectivamente. Provemos, então, que C = A∪B é uma base de U ⊕W,

donde se seguirá o resultado, já que U ∩W = {0}.
É imediato que ger C ⊂ U ⊕ W. Para a inclusão contrária, consideremos

u ∈ U e w ∈ W, e os escalares λ1, · · · , λm e µ1, . . . , µn , tais que

u =
m∑
i=1

λiui e w =
n∑

j=1

µjwj.

Assim, temos que

u+ w =

m,n∑
i,j=1

(λiui + µjwj) ∈ ger C,

ou seja, U ⊕W ⊂ ger C. Dessa forma, U ⊕W = ger C. Finalmente, tomando-se

uma combinação linear nula dos vetores de C,

λ1u1 + · · ·+ λmum + µ1w1 + · · ·+ µnwn = 0,

devemos ter, pelo resultado do item (i),

λ1u1 + · · ·+ λmum = 0 e µ1w1 + · · ·+ µnwn = 0,
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pois λ1u1 + · · · + λmum ∈ U e µ1w1 + · · · + µnwn ∈ W. Porém {u1, · · · um} e

{w1, · · ·wn} são bases. Em particular, estes conjuntos são LI. Logo,

λ1 = · · · = λm = µ1 = · · · = µm = 0.

Dessa forma, C é LI e, portanto, constitui uma base de U ⊕W. ■

2.6 Interpolação de Lagrange (∗)
Consideremos o seguinte problema. Dados n pontos em R2,

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn),

em que xi 6= xj, i 6= j, encontrar um polinômio f = f(x), de grau ≤ n − 1,

cujo gráfico contenha esses pontos. Assim, f deve cumprir as igualdades:

f(xi) = yi ∀i = 1, . . . , n.

No caso particular em que y1 = 1 e yi = 0 ∀i = 2, . . . , n, tem-se que f terá

n − 1 ráızes distintas, x2, . . . , xn. Dessa forma, uma vez que o grau de f não

pode exceder n− 1, devemos ter

f(x) = c(x− x2) . . . (x− xn),

em que c é uma constante não nula. Porém, f(x1) = 1, donde

c =
1

(x− x2) . . . (x− xn)
·

Assim, nesse caso particular, o polinômio

f1(x) =
(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x2) . . . (x1 − xn)

é uma solução do problema.

Analogamente, para cada i ∈ {1, . . . , n}, verifica-se que o polinômio

fi(x) =
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,
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o qual pode ser escrito como

fi(x) =

∏
k ̸=i(x− xk)∏
k ̸=i(xi − xk)

, i = 1, . . . , n,

é uma solução do problema no caso particular em que yi = 1 e yk = 0 ∀k 6= i.

Verifica-se facilmente que o conjunto Pn, formado pelos polinômios de grau

≤ n− 1 e variável x, é um subespaço de dimensão n de P [x,R] (vide Exerćıcio
11). Provemos, então, que o conjunto

B = {f1, . . . , fn}

é uma base de Pn. Com efeito, tomando-se escalares λ1, . . . , λn satisfazendo

λ1f1(x) + · · ·+ λnfn(x) = 0 ∀x ∈ R,

e fazendo-se, para cada i = 1, . . . , n, x = xi, obtém-se λi = 0. Logo, B é LI.

Dáı, e da Proposição 2.10-(ii), segue-se que B é uma base de Pn.

Agora, buscaremos a solução f do nosso problema, tomando-a como uma

combinação linear dos polinômios da base B, isto é,

f(x) = λ1f1(x) + · · ·+ λnfn(x), λi ∈ R.

Impondo-se ao polinômio f a condição f(xi) = yi, segue-se facilmente das

propriedades dos polinômios fi que λi = yi. Dessa forma, o polinômio

f(x) =
n∑

i=1

yi

∏
k ̸=i(x− xk)∏
k ̸=i(xi − xk)

(2.10)

é uma solução do nosso problema. Ademais, pela unicidade das coordenadas

de um vetor com respeito a uma base, temos que essa solução é única. Em

suma, vale o resultado seguinte.

Teorema 2.2 (INTERPOLAÇÃO DE LAGRANGE). Dados n pontos (x1, y1), . . . , (xn, yn)

no plano R2, com xi 6= xj ∀i 6= j, o polinômio f definido em (2.10) — dito

interpolador de Lagrange — é o único que tem grau ≤ n − 1 e cumpre as

igualdades f(xi) = yi, i = 1, . . . , n.
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Convém mencionarmos que, devido à simplicidade dos polinômios, frente a

outras funções reais, o polinômio interpolador de Lagrange é um instrumento

natural da Análise Numérica, uma teoria que é fundamentada no conceito de

aproximação. Para ilustrarmos esse fenômeno, vamos supor que se queira in-

tegrar uma função cont́ınua F num intervalo [a, b], a qual não possui uma

primitiva de fácil determinação. Escolhendo-se n pontos do gráfico de F, po-

demos considerar o polinômio interpolador f dos mesmos, o qual será uma

aproximação de F quando restrito a [a, b]. Como consequência, a integral de

f em [a, b] será uma aproximação da integral de F em [a, b], sendo melhor a

aproximação, quanto maior for o número n de pontos. (Note que, do ponto de

vista da integração, os polinômios são as funções mais simples.)

Exerćıcios

Seção 2.1

1. Mostre a unicidade do vetor nulo de um espaço vetorial arbitrário.

2. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o conjunto W ⊂ V é um

subespaço do espaço vetorial V.

a) W = {(x, y) ∈ R2 ; x = −y}, V = R2;

b) W = {(x, y, z) ∈ R3 ; z = 0}, V = R3;

c) W = {(x, y, z) ∈ R3 ; x+ y + z ≥ 0}, V = R3;

d) W = {A ∈ M(n) ; A é diagonal}, V = M(n);

e) W = {p ∈ P [t,R] ; p = 0 ou grau(p) = n, n ∈ N}, V = P [t,R];

3. Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V. Mostre que U ∪W é

um subespaço de V se, e somente se, U ⊂ W ou W ⊂ U.

4. Determine se, em R4, o vetor (4,−2, 5,−1) está no subespaço gerado

pelos vetores (1,−1, 0, 1), (0, 1, 1,−1) e (1,−1, 1, 0).

5. Considere os seguintes subespaços vetoriais de R4:
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� W1 = ger{(1, 0,−1, 0), (0, 4, 1, 0), (0, 0, 0, 1)};

� W2 = ger{(−1, 0, 1, 2), (3, 4,−2, 5), (1, 4, 0, 9)}.

Prove que W1 = W2.

6. Dada uma matriz A ∈ M(m,n), prove que o conjunto solução do sistema

linear homogêneo AX = 0 é um subespaço vetorial de Rn.

Seção 2.2

7. Para que valores de λ os vetores (λ, 1, 0), (1, λ, 1) e (0, 1, λ) são linear-

mente dependentes em R3?

8. Demonstre a Proposição 2.6 com base na Observação 2.1.

9. Determine três vetores linearmente dependentes em R3, tais que dois

quaisquer deles sejam linearmente independentes.

10. Sejam u, v, w vetores LI de um espaço vetorial V. Determine se o con-

junto {u+ v, u+ w, v + w} é LI ou LD.

Seção 2.3

11. Mostre que

Pn = {p ∈ P [t,R] ; p = 0 ou grau(p) ≤ n, n ∈ N}

é um subespaço de P [t,R] de dimensão n+ 1.

12. Seja WA = {B ∈ M(2) ; AB = BA}, em que

A =

[
1 1

1 2

]
.

Mostre que WA é um subespaço de M(2) e determine a sua dimensão.

13. Mostre que cada um dos seguintes conjuntos é um subespaço de M(n)

e, em seguida, determine sua dimensão.
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a) Wtsup = {A ∈ M(n) ; A é triangular superior};
b) Wtinf = {A ∈ M(n) ; A é triangular inferior};
c) Wsim = {A ∈ M(n) ; A é simétrica};
d) Wasim = {A ∈ M(n) ; A é antissimétrica}.

14. Prove que F(R,R) tem dimensão infinita.

Seção 2.4

15. Prove que LA = CA , em que A é a matriz1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .

16. Seja A = (aij) uma matriz quadrada de ordem n ≥ 3. Suponha que

existam reais não nulos λ, µ, tais que

aij = λi+ µj ∀1 ≤ i, j ≤ n.

Prove que LA = CA, e que A não é invert́ıvel (compare com o exerćıcio

anterior).

17. Em cada item abaixo, encontre uma base para o subespaço W ⊂ Rn.

a) W = ger {(1,−4, 3), (3,−14, 14), (0,−2, 5)} ⊂ R3;

b) W = ger {(1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8), (9, 10, 11, 12)} ⊂ R4.

18. Encontre uma matriz A ∈ M(3, 4), de posto 1, tal que o conjunto solução

do sistema linear homogêneo AX = 0 seja o subespaço de R4 gerado pelos

vetores (−1, 0, 1, 2), (3, 4,−2, 5) e (1, 4, 0, 9).

19. Seja A uma matriz 5×5. Suponha que seus vetores coluna vj , j = 1, . . . 5,

satisfaçam a seguinte relação:

v1 + v2 − 2v4 + 3v5 = 0.

Nessas condições, encontre uma matriz B ∈ M(5, 3), de posto 3, tal que

os vetores coluna de AB sejam v1 , v4 e 0.
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20. Exiba uma base de M(2) cujas matrizes sejam todas invert́ıveis.

21. Dada uma matriz A = (aij)2×2 , prove que todo sistema linear AX = B

admite uma única solução se, e somente se, a11a22 − a12a21 6= 0.

Seção 2.5

22. Seja B = {v1 , . . . , vk , vk+1 , . . . , vn} uma base de um espaço vetorial V.

Mostre que V = U ⊕W, em que

U = ger{v1 , . . . , vk} e W = ger{vk+1 , . . . , vn}.

23. Com a notação do Exerćıcio 13, prove que

M(n) = Wsim ⊕Wasim ∀n ≥ 2.

24. Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial V de dimensão finita.

Prove que, se dimU + dimW > dimV, então U ∩ W contém um vetor

não nulo.

25. Mostre que, se U e W são subespaços de um espaço vetorial de dimensão

finita, então vale a igualdade

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).
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3

Transformações Lineares

No caṕıtulo anterior, vimos que os espaços vetoriais constituem uma deter-

minada estrutura, a qual envolve fundamentalmente as operações de adição de

vetores e multiplicação de escalar por vetor. Neste, vamos estudar as funções

entre espaços vetoriais, ditas transformações lineares, as quais preservam essas

operações.

Através das transformações lineares, estabelece-se uma relação de equiva-

lência entre espaços vetoriais, dita isomorfismo. Constataremos, então, que

dois espaços vetoriais de dimensão finita são equivalentes (isto é, isomorfos)

se, e somente se, têm mesma dimensão. Em particular, todo espaço vetorial

de dimensão finita é isomorfo a algum espaço euclidiano Rn.

A propriedade fundamental de uma transformação linear é a de ser deter-

minada por seus valores numa base, pois, a partir dela, verifica-se a existência

de uma ı́ntima relação entre as transformações lineares e as matrizes. Mais es-

pecificamente, para cada transformação linear entre espaços de dimensão finita

com bases predeterminadas, existe uma única matriz a ela associada. Como

consequência, o estudo das transformações lineares reduz-se, em muitos aspec-

tos, ao das matrizes. Esse fato, na verdade, é uma das caracteŕısticas mais

marcantes da Álgebra Linear, conforme verificaremos neste e nos caṕıtulos

subsequentes.

59
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3.1 Linearidade de Aplicações

As funções entre espaços vetoriais (reais) são designadas como tal, quando

o seu contradomı́nio é o conjunto dos números reais. Caso contrário, elas são

chamadas de transformações ou aplicações. As transformações lineares entre

espaços vetoriais são aquelas que preservam as operações de adição e produto

por escalar, conforme a definição seguinte.

Definição 3.1 (TRANSFORMAÇÃO LINEAR). Sejam V e W espaços vetoriais. Uma

aplicação T : V → W é dita uma transformção linear se, para quaisquer

u, v ∈ V e λ ∈ R, são válidas as seguintes igualdades:

i) T (u+ v) = T (u) + T (v);

ii) T (λu) = λT (u).

Uma tal transformação em que W = R é dita um funcional linear de V,

e transformações lineares de um espaço vetorial nele mesmo são chamadas

também de operadores lineares .

A primeira propriedade notável das transformações lineares é a de que toda

aplicação T : V → W, entre espaços vetoriais V e W, que preserva soma ou

produto por escalar, isto é, que satisfaz a condição (i) ou a condição (ii) da

Definição 3.1, leva o vetor nulo de V no vetor nulo de W . De fato, no caso da

condição (i), tem-se

T (0) = T (0+ 0) = T (0) + T (0),

donde T (0) = 0. Já no caso da condição (ii), tem-se

T (0) = T (0.0) = 0T (0) = 0.

Exemplo 3.1. Dados espaços vetoriais V e W , verifica-se facilmente que são

lineares a aplicação identidade de V e a aplicação nula de V em W , as quais

definimos, respectivamente, por

I : V → V

v 7→ v
e

T : V → W

v 7→ 0.
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Temos, também, que a homotetia de fator a ∈ R, definida por

T : V → V

v 7→ av,

é um operador linear. Com efeito, dados u, v ∈ V e λ ∈ R, tem-se

� T (u+ v) = a(u+ v) = au+ av = T (u) + T (v);

� T (λu) = a(λu) = λ(au) = λT (u).

Observemos que, se T : V → W for uma transformação linear, então

T (u+ λv) = T (u) + λT (v) ∀u, v ∈ V, λ ∈ R. (3.1)

Reciprocamente, a validez de (3.1) implica que T é linear. Com efeito, toman-

do-se λ = 1, tem-se T (u + v) = T (u) + T (v), donde T satisfaz a condição (i)

da Definição 3.1. Dáı, conforme constatamos, segue-se que T (0) = 0. Assim,

tomando-se u = 0, tem-se T (λv) = λT (v), donde T satisfaz também a condição

(ii) e, portanto, é linear. Desta forma, podemos adotar a condição (3.1) como

critério de linearidade de aplicações entre espaços vetoriais.

Exemplo 3.2 (PROJEÇÕES). Suponha que U e W sejam subespaços de V, tais

que V = U ⊕ W. Nesse caso, segue-se da Proposiçao 2.16 que cada v ∈ V

se escreve de modo único como v = u + w, em que u ∈ U e w ∈ W. Assim,

ficam bem definidas as projeções de V sobre U e W, as quais são definidas,

respectivamente, por

PU : V → U

u+ w 7→ u
e

PW : V → W

u+ w 7→ w.

Dados v = u+ w e v′ = u′ + w′ em V, e λ ∈ R, temos que

PU(v + λv′) = PU((u+ λu′) + (w + λw′)) = u+ λu′ = PU(v) + λPU(v
′),

donde se conclui que PU é linear. De modo análogo, verifica-se que a projeção

PW , igualmente, é linear.
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Exemplo 3.3. A função f : R2 → R, definida por f(x, y) = 2x + y, é um

funcional linear, pois, dados u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2, e λ ∈ R, tem-se

f(u+ λv) = f(x1 + λx2, y1 + λy2)

= 2(x1 + λx2) + (y1 + λy2)

= (2x1 + y1) + λ(2x2 + y2)

= f(u) + λf(v) .

Exemplo 3.4. Consideremos agora a aplicação T : R2 → R3, em que

T (x, y) = (x− y, x+ y, y).

Dados u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2, tem-se

T (u+ λv) = T (x1 + λx2, y1 + λy2)

= ((x1 + λx2)− (y1 + λy2), (x1 + λx2) + (y1 + λy2), y1 + λy2)

= (x1 − y1, x1 + y1, y1) + λ(x2 − y2, x2 + y2, y2)

= T (u) + λT (v),

donde se infere que T é uma transformação linear.

Exemplo 3.5. A aplicação T : R2 → R2, em que T (x, y) = (x2, xy), não é

linear. Com efeito, dados u = (x, y) ∈ R2 e λ ∈ R, tem-se

T (λu) = T (λx, λy) = (λ2x2, λ2xy) = λ2T (u).

Assim, se λ for diferente de zero e de 1, T (λu) 6= λT (u), donde T não é linear.

Exemplo 3.6 (LINEARIDADE DO TRAÇO). Conforme verificamos anteriormente, para

quaisquer matrizes quadradas A,B e λ ∈ R, valem as seguintes igualdades:

traço(A+B) = traço(A) + traço(B) e traço(λA) = λ traço(A).

Segue-se, então, desse fato que

f : M(n) → R
A 7→ traço(A)

é um funcional linear de M(n).
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Verifiquemos agora a notável propriedade das transformações lineares, que

é a de ser determinada por seus valores numa base arbitrária. Mais especifica-

mente, vale o resultado seguinte.

Proposição 3.1. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita, e B =

{v1 , . . . , vn} uma base de V. Então, dados n vetores w1 , . . . , wn em W, existe

uma única transformação linear T : V → W, tal que

T (vi) = wi ∀i = 1, . . . , n. (3.2)

Demonstração. Provemos, inicialmente, a existência de T. Dado u ∈ V, sejam

x1, , . . . , xn suas coordenadas com respeito à base B, isto é,

u = (x1 , . . . , xn)B = x1v1 + · · ·+ xnvn .

Defina, então, T : V → W por

T (u) = T (x1 , . . . , xn)B =
n∑

i=1

xiwi .

É imediato que T (vi) = wi ∀i = 1, . . . , n. Além disso, para quaisquer v =

(y1 , . . . , yn)B ∈ V e λ ∈ R, tem-se

T (u+ λv) = T (x1 + λy1 , . . . , xn + λyn)B

=
n∑

i=1

(xi + λyi)wi =
n∑

i=1

xiwi + λ
n∑

i=1

yiwi

= T (u) + λT (v),

donde T é linear.

Suponhamos, agora, que exista uma transformação linear T ′ : V → W, tal

que T ′(vi) = wi ∀i = 1, . . . n. Nesse caso, para todo u = (x1 , . . . , xn)B in V,

segue-se da linearidade de T ′ que

T ′(u) = T ′

(
n∑

i=1

xivi

)
=

n∑
i=1

xiT
′(vi) =

n∑
i=1

xiwi = T (u),

o que prova a unicidade de T com respeito à igualdade (3.2) e conclui, dessa

forma, a demonstração. ■
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Exemplo 3.7. Consideremos a base canônica de R3,

B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},

e determinemos a transformação linear T : R3 → R2, tal que

T (1, 0, 0) = (−1, 2), T (0, 1, 0) = (1, 1) e T (0, 0, 1) = (0, 1).

A demonstração da Proposição 3.1 nos sugere escrever os vetores de R3

como combinação linear dos vetores de B, isto é,

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(1, 0, 0) + z(1, 0, 0).

Dáı, uma vez que T é linear, tem-se

T (x, y, z) = T (x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1))

= xT (1, 0, 0) + yT (0, 1, 0) + zT (0, 0, 1)

= x(−1, 2) + y(1, 1) + z(0, 1),

donde se obtém

T (x, y, z) = (−x+ y, 2x+ y + z) ∀(x, y, z) ∈ R3. (3.3)

Note que as matrizes coluna das coordenadas de (x, y, z) e T (x, y) com

respeito às bases canônicas de R3 e R2, quais sejam,xy
z

 e

[
−x+ y

2x+ y + z

]
,

relacionam-se através da igualdade

[
−x+ y

2x+ y + z

]
=

[
−1 1 0

2 1 1

]xy
z

 .

Assim, fazendo-se v = (x, y, z), podemos escrever

[T (v)] = A[v], (3.4)
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em que A ∈ M(2, 3) é a matriz

A =

[
−1 1 0

2 1 1

]
.

Em suma, a expressão (3.3), que define T, implica na igualdade matricial

(3.4), a qual é determinada pela matriz A. Reciprocamente, a partir da matriz

A e da igualdade (3.4), podemos facilmente reobter (3.3). Sendo assim, ambas

as igualdades, (3.3) e (3.4), definem a transformação linear T.

Chamamos a atenção, ainda, para os seguintes fatos:

� Em (3.3), a i-ésima coordenada de T (x, y) é um polinômio homogêneo

de grau 1 nas variáveis x, y e z, cujos coeficientes são as correspondentes

entradas da i-ésima linha de A.

� Os vetores coluna de A são as imagens dos vetores da base canônica B,
isto é, T (1, 0, 0), T (0, 1, 0) e T (0, 0, 1).

Exemplo 3.8. Determinemos, agora, o operador linear T : R2 → R2 que satisfaz

T (1,−1) = (1, 3) e T (1, 1) = (2,−1).

Observando-se que B = {(1,−1), (1, 1)} é uma base de R2, dado um vetor

v ∈ R2, escrevamos

v = (x, y)B = x(1,−1) + y(1, 1),

isto é, x e y são as coordenadas de v com respeito à base B. Sendo assim,

T (x, y)B = xT (1,−1) + yT (1, 1), o que nos dá

T (x, y)B = (x+ 2y, 3x− y). (3.5)

Procedendo-se como no exemplo anterior, conclúımos que (3.5) é equiva-

lente à seguinte igualdade matricial:

[T (v)] = A[v]B,
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em que A ∈ M(2) é a matriz

A =

[
1 2

3 −1

]
.

Analogamente, temos que:

� Em (3.5), a i-ésima coordenada de T (x, y)B é um polinômio homogêneo

de grau 1 nas variáveis x e y, cujos coeficientes são as correspondentes

entradas da i-ésima linha de A.

� Os vetores coluna de A são as imagens dos vetores da base B.

3.2 Transformações Lineares e Matrizes

Os dois últimos exemplos da seção anterior sugerem a existência de uma

ı́ntima relação entre matrizes e transformações lineares entre espaços vetoriais

de dimensão finita. Nesta seção, veremos que, de fato, essa relação existe.

Mais especificamente, estabeleceremos no teorema seguinte que, fixando-se

bases em espaços vetoriais de dimensão finita, V e W, existe uma correspon-

dência biuńıvoca entre as transformações lineares de V em W e as matrizes

reais m× n, em que n = dimV e m = dimW.

Teorema 3.1 (TRANSFORMAÇÕES LINEARES E MATRIZES). Sejam V e W espaços

vetoriais de dimensões n e m, respectivamente, e B ⊂ V, B′ ⊂ W bases desses

espaços. Então, dada A ∈ M(m,n), existe uma única transformação linear

TA : V → W

v 7→ TA(v),

a qual cumpre a igualdade

[TA(v)]B′ = A[v]B ∀v ∈ V. (3.6)

Reciprocamente, para toda transformação linear T : V → W, existe uma única

matriz A ∈ M(m,n), tal que T = TA .
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Demonstração. Uma vez que as relações

v ∈ V ↔ [v]B ∈ M(n, 1) e w ∈ W ↔ [w]B′ ∈ M(m, 1)

são biuńıvocas, temos que a igualdade (3.6), na verdade, define a aplicação

TA , isto é, para cada v ∈ V, existe um único vetor TA(v) ∈ W, para o qual a

igualdade (3.6) se cumpre.

Resta-nos, pois, provar que TA é linear. Para tanto, tomemos u, v ∈ V e

λ ∈ R, e observermos que

[TA(u+ λv)]B′ = A[u+ λv]B = A([u]B + [λv]B) = A[u]B + λA[v]B

= [TA(u)]B′ + λ[TA(v)]B′ = [TA(u) + λTA(v)]B′ .

Dessa forma,

TA(u+ λv) = TA(u) + λTA(v) ∀u, v ∈ V, λ ∈ R,

donde TA é linear.

A fim de verificar a unicidade de TA com respeito à igualdade (3.6), tome-

mos uma transformação linear T : V → W, a qual cumpre

[T (v)]B′ = A[v]B ∀v ∈ V.

Nesse caso, para todo v ∈ V, temos que [T (v)]B′ = [TA(v)]B′ e, portanto,

T (v) = TA(v) ∀v ∈ V, isto é, T = TA .

Reciprocamente, suponhamos que T : V → W seja uma transformação

linear, escrevamos B = {v1 , . . . , vn} ⊂ V, B′ = {w1 , . . . , wm} ⊂ W, e consi-

deremos a matriz A = (aij) ∈ M(m,n), cuja j-ésima coluna é formada pelas

coordenadas do vetor Tvj com respeito à base B′. Mais precisamente, as en-

tradas aij são definidas pela igualdade

Tvj =
m∑
i=1

aijwi = a1jw1 + · · · amjwm , 1 ≤ j ≤ n. (3.7)

Assim, pelas considerações da Observação 2.1 e pela linearidade de T, para

um dado v = x1v1 + · · ·+ xnvn ∈ V, tem-se

A[v]B = x1[T (v1)]B′ + · · ·+ xn[T (vn)]B′ = [T (x1v1 + · · ·+ xnvn)]B′ = [T (v)]B′ .
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Dáı, e da unicidade de TA com respeito à igualdade (3.6), segue-se que T = TA .

Finalmente, suponhamos que exista B ∈ M(m,n), tal que T = TB . Então,

TA = TB, donde, para todo v ∈ V, tem-se A[v]B = B[v]B. Fazendo-se v =

vj , segue-se dessa última igualdade que as colunas correspondentes de A e B

coincidem e, portanto, que A = B. Isso conclui a demonstração. ■

Nas condições do teorema acima, dizemos que A é a matriz de T = TA

com respeito às bases B e B′, e a indicamos por [T ]B
′

B . Com essa notação, a

igualdade (3.6) assume a seguinte forma

[T (v)]B′ = [T ]B
′

B [v]B . (3.8)

No caso particular em que V = W e B = B′, escrevemos [T ]B , ao invés de

[T ]BB. Além disso, omitiremos a indicação das bases B e B′, isto é, escreveremos

simplesmente [T ], quando V e W forem espaços euclidianos, e B e B′ suas

respectivas bases canônicas.

Observação 3.1. Segue-se das igualdades (3.7) e (3.8), respectivamente, que a

matriz de T com respeito às bases B e B′,

[T ]B
′

B = (aij)m×n,

tem as seguintes propriedades (compare com as observações ao final dos Exem-

plos 3.7 e 3.8):

i) Os vetores coluna de [T ]B
′

B são justamente T (v1), . . . , T (vn) em coorde-

nadas com respeito a B′, isto é,

[T ]B
′

B = [ [T (v1)]B′ [T (v2)]B′ · · · [T (vn)]B′ ] ;

ii) Em coordenadas com respeito às bases B e B′, T se expressa como

T (x1 , . . . , xn)B = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, . . . , am1x1 + · · ·+ amnxn)B′ .

Assim, a i-ésima coordenada de T (x1 , . . . , xn)B com respeito à base B′ é

um polinômio homogêneo de grau 1 e variáveis x1, . . . , xn, cujos coefici-

entes são as correspondentes entradas da i-ésima linha de [T ]B
′

B .
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Exemplo 3.9. Tomemos, com a notação do Teorema 3.1, V = R2, W = R3, e

suponhamos que B ⊂ R2 e B′ ⊂ R3 sejam suas respectivas bases canônicas.

Nessas condições, a transformação T : R2 → R3, em que

[T ] =

 1 −1

1 1

0 1

 ,

cumpre, para v = (x, y) ∈ R2,

[T (v)] = [T ][v] =

 1 −1

1 1

0 1

[ x

y

]
=

 x− y

x+ y

y

 ,

donde T é definida por

T (x, y) = (x− y, x+ y, y).

Note que T é justamente a transformação linear do Exemplo 3.4.

Exemplo 3.10. Dada a transformação linear T : R3 → R2,

T (x, y, z) = (x+ πy + ez,
√
2x− (log 3)y +

√
3z),

obtenhamos sua matriz [T ] = (aij)2×3 com respeito às bases canônicas de R3

e R2. Para tanto, observemos que, pela igualdade (3.7), basta obtermos as

imagens dos vetores da base canônica de R3, pois os mesmos determinarão as

colunas de [T ]. Assim, uma vez que

T (1, 0, 0) = (1,
√
2), T (0, 1, 0) = (π,− log 3), T (0, 0, 1) = (e,

√
3),

temos que [T ] =

[
1 π e√
2 − log 3

√
3

]
.

Exemplo 3.11. Tomemos as bases B = {(1, 0, 1), (0, 1,−1), (1, 2,−3)} ⊂ R3 e

B′ = {(1, 0), (1,−1)} ⊂ R2, e consideremos a transformação linear T : R3 →
R2, cuja matriz com respeito a essas bases é:

[T ]B
′

B =

[
2 −1 2

4 1 −2

]
.
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Assim, em coordenadas com respeito a B e B′, T se escreve como:

T (x, y, z)B = (2x− y + 2z, 4x+ y − 2z)B′ .

A fim de expressar T em coordenadas com respeito às bases canônicas de R3

e R2, podemos proceder como no Exemplo 2.14, e obter as seguintes relações:

� (x, y, z) =
(
x+y+z

2
,−x+ 2y + z, x−y−z

2

)
B ;

� (x, y)B′ = (x+ y,−y).

Logo, valem as igualdades:

T (x, y, z) = T

(
x+ y + z

2
,−x+ 2y + z,

x− y − z

2

)
B

= (3x− 2y − z, 5y + 4z)B′

= (3x+ 3y + 3z,−5y − 4z).

Em particular,

[T ] =

[
3 3 3

0 −5 −4

]
.

Exemplo 3.12. Seja T : R2 → R2 o operador linear, tal que

[T ] =

[
1 2

4 3

]
,

isto é, T (x, y) = (x+2y, 4x+3y). Consideremos a base B = {(1,−1), (1, 2)} ⊂
R2 e determinemos a matriz de T com respeito a B. Para tanto, como no

exemplo anterior, buscamos inicialmente a relação entre as coordenadas com

respeito à base canônica e as coordenadas com respeito à base B, obtendo

(x, y)B = (x+ y,−x+ 2y) e (x, y) =

(
2x− y

3
,
x+ y

3

)
B
. (3.9)

Dessas igualdades, segue-se que

T (x, y)B = T (x+ y,−x+ 2y) = (−x+ 5y, x+ 10y) = (−x, 5y)B,
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donde se infere que a matriz de T com respeito à base B é:

[T ]B =

[
−1 0

0 5

]
.

Note que traço [T ] = traço [T ]B = 4 (vide último parágrafo da próxima seção).

3.3 Mudança de Coordenadas

Nos dois últimos exemplos da seção anterior, constatamos que, em coor-

denadas, uma transformação linear T : V → W pode se expressar de formas

distintas, a depender das bases consideradas em V e W. No caso do operador

do Exemplo 3.12, vê-se ainda que a mudança da base canônica de R2 para a

base B tornou a expressão de T mais simples, pois sua matriz com respeito a

B resultou ser diagonal.

Essas considerações nos levam a buscar um método efetivo de se obter as

relações entre dois sistemas de coordenadas, quando os mesmos são relativos

a bases distintas. Com esse propósito, tomemos bases B, B′ de um espaço

vetorial V , de dimensão finita, e denotemos por I a aplicação identidade de V.

Nessas condições, a matriz [I]B
′

B é dita a matriz de mudança da base B para a

base B′.

Essa nomenclatura deve-se ao fato de que, para todo v ∈ V,

[v]B′ = [Iv]B′ = [I]B
′

B [v]B, (3.10)

isto é, a multiplicação de [I]B
′

B por [v]B produz o efeito de mudar as coordenadas

de v da base B para a base B′.

Vejamos, na proposição seguinte, as propriedades fundamentais da matriz

de mundança de base.

Proposição 3.2. Sejam B e B′ bases de um espaço vetorial V de dimensão

n ∈ N. Então, a matriz de mudança de base, [I]B
′

B , tem as seguints propriedades:

i) Os vetores coluna de [I]B
′

B são aqueles da base B em coordenadas com

respeito à base B′;



72 Transformações Lineares Cap. 3

ii) [I]B
′

B é invert́ıvel;

iii) ([I]B
′

B )−1 = [I]BB′ .

Demonstração. A asserção (i) segue-se diretamente das considerações da Ob-

servação 3.1. Dáı, tem-se que os vetores coluna de [I]B
′

B são linearmente inde-

pendentes, donde se infere que [I]B
′

B tem posto n e é, portanto, invert́ıvel. Isso

prova (ii).

Quanto a (iii), segue-se de (3.8), (3.10), e da invertibilidade de [I]B
′

B , que

[I]BB′ [v]B′ = [I(v)]B = [v]B = ([I]B
′

B )−1[v]B′ .

Logo, pela unicidade da matriz de uma transformação linear (I, no caso) com

respeito a bases predeterminadas, devemos ter [I]BB′ = ([I]B
′

B )−1. ■

Exemplo 3.13. Considere as bases B = {(1, 0), (0, 1)} e B′ = {(1,−1), (1, 2)}
de R2. Expressando os vetores de B com respeito à base B′, isto é, fazendo-se

(1, 0) = x1(1,−1) + y1(1, 2) e (0, 1) = x2(1,−1) + y2(1, 2),

obtém-se facilmente x1 = 2/3, y1 = 1/3 e x2 = −y2 = −1/3. Logo,

(1, 0) = (2/3, 1/3)B′ e (0, 1) = (−1/3, 1/3)B′ ,

donde

[I]B
′

B =

[
2/3 −1/3

1/3 1/3

]
.

Assim, dado v = (x, y) ∈ R2, tem-se

[v]B′ = [I]B
′

B [v]B =

[
2/3 −1/3

1/3 1/3

] [
x

y

]
=

1

3

[
2x− y

x+ y

]
,

isto é

v = (x, y) =

(
2x− y

3
,
x+ y

3

)
B′
. (3.11)

Tomando-se a inversa de [I]B
′

B ,

[I]BB′ =

[
1 1

−1 2

]
,
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obtém-se, de forma análoga, a igualdade

(x, y)B′ = (x+ y,−x+ 2y). (3.12)

(Compare (3.11) e (3.11) com as igualdades (3.9).)

Um fato de grande relevância que se estabelece a partir da matriz de mu-

dança de base, é o de que as matrizes de um operador linear com respeito a

duas bases quaisquer são semelhantes, conforme a proposição seguinte.

Lembremos que duas matrizes A,B ∈ M(n) são ditas semelhantes , quando

existe uma matriz invert́ıvel M ∈ M(n), tal que AM = MB.

Proposição 3.3 (SEMELHANÇA ENTRE AS MATRIZES DE UM OPERADOR). Sejam B e

B′ bases de um espaço vetorial V de dimensão finita. Então, para todo ope-

rador linear T : V → V , as matrizes [T ]B e [T ]B′ são semelhantes. Mais

precisamente, vale a igualdade:

[I]B
′

B [T ]B = [T ]B′ [I]B
′

B .

Demonstração. Para todo vetor v ∈ V, tem-se

[I]B
′

B [T ]B[v]B = [I]B
′

B [Tv]B = [Tv]B′

= [T ]B′ [v]B′ = [T ]B′ [I]B
′

B [v]B.

Uma vez que v foi tomado arbitrariamente, segue-se que

[I]B
′

B [T ]B = [T ]B′ [I]B
′

B ,

como desejávamos provar. ■

Como sabemos, matrizes semelhantes têm traços iguais. Desta forma, a

Proposição 3.3 nos permite definir o traço de um operador linear T : V → V

como o traço da matriz [T ]B, em que B é uma base arbitrária de V (vide

Exemplo 3.12).
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3.4 Núcleo e Imagem

Dada uma transformação linear T : V → W, associamos a ela dois sub-

espaços, um de V, outro de W, os quais designamos, respectivamente, por

núcleo e imagem de T . Mostraremos que o comportamento de uma transfor-

mação linear, no que diz respeito a injetividade ou sobrejetividade, é relativo

às propriedades desses subespaços.

Definição 3.2 (NÚCLEO – IMAGEM). Seja T : V → W uma transformação linear

entre dois espaços vetoriais V e W. O núcleo de T, denotado por Nuc T, é o

conjunto formado por todos os vetores de V cuja imagem, por T, é o vetor

nulo de W. A imagem de T, denotada por Im T , é o conjunto dos vetores de

W que são imagem, por T, dos vetores de V. Em śımbolos,

nucT = {v ∈ V ;T (v) = 0} e ImT = {w ∈ W ;w = T (v), v ∈ V }.

Dado um conjunto arbitrário Ω ⊂ V, denota-se por T (Ω) o conjunto for-

mado por todos os elementos de W que são imagens de elementos de Ω, isto

é, T (Ω) = {w ∈ W ;w = T (v) , v ∈ Ω}. Em particular, Im T = T (V ).

Proposição 3.4. Dada uma transformação linear T : V → W, os conjuntos

nucT e ImT são subespaços de V e W, respectivamente.

Demonstração. Sendo T uma aplicação linear, tem-se T (0) = 0. Logo, nuc T

e ImT contêm os vetores nulos dos respectivos espaços em que estão contidos.

Além disso, dados u, v ∈ nucT e λ ∈ R, tem-se T (u+λv) = T (u)+λT (v) = 0,

donde u+ λv ∈ nucT. Logo, nucT é um subespaço de V.

Consideremos agora z, w ∈ ImT e λ ∈ R. Existem, então, u, v ∈ V

satisfazendo T (u) = z e T (v) = w. Assim, T (u+λv) = T (u)+λT (v) = z+λw,

implicando que z+λw ∈ ImT e, portanto, que Im T é um subespaço de W. ■

Definição 3.3 (POSTO – NULIDADE). Dada uma transformação linear T, chama-se

de posto de T a dimensão de sua imagem, e de nulidade de T a dimensão de

seu núcleo.

A proposição seguinte é de grande valia na determinação da imagem de

uma transformação linear.
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Proposição 3.5. Sejam V um espaço vetorial e B = {v1, . . . , vn} uma base de

V. Então, se T : V → W é uma transformação linear, tem-se

ImT = ger {T (v1), . . . , T (vn)}.

Demonstração. Seja w = T (v) ∈ ImT ⊂ W, em que v = (x1 , . . . , xn)B ∈ V.

Sendo assim, tem-se

w = T (v) = x1T (v1) + · · ·+ xnT (vn) ∈ ger {T (v1), . . . , T (vn)},

ou seja, ImT ⊂ ger {T (v1), . . . , T (vn)}.
Temos que Im T é um subespaço de W e que {T (v1), . . . , T (vn)} ⊂ ImT.

Logo, ger {T (v1), . . . , T (vn)} ⊂ ImT e, portanto,

ImT = ger {T (v1), . . . , T (vn)},

como desejávamos provar. ■

Exemplo 3.14. Determinemos o núcleo e a imagem da transformação linear

T : R3 → R2, dada por T (x, y, z) = (x + y + 2z, x − y − 3z). Para tanto,

observemos que a igualdade T (x, y, z) = 0 equivale ao sistema linear{
x + y + 2z = 0

x − y − 3z = 0.

Resolvendo-o, conclúımos que

nucT = {(x,−5x, 2x) ∈ R3; x ∈ R} = ger{(1,−5, 2)} ⊂ R3.

Já a imagem de T, pela Proposicao 3.5, é o espaço gerado pelos vetores

T (1, 0, 0) = (1, 1), T (0, 1, 0) = (1,−1) e T (0, 0, 1) = (2,−3), donde se conclui

que ImT = R2. Em particular, T é sobrejetiva.

Exemplo 3.15. Tomemos agora a transformação linear T : R2 → R3, defi-

nida por T (x, y) = (x − 4y, 3x + y, x − 7y). Procedendo-se de forma aná-

loga à do exemplo anterior, conclui-se que nuc T = {0}. Temos ainda que

T (1, 0) = (1, 3, 1) e T (0, 1) = (−4, 1,−7). Logo, pela Proposição 3.5, tem-se

ImT = ger{(1, 3, 1), (−4, 1,−7)}. Em particular, o posto de T é 2, pois (1, 3, 1)

e (−4, 1,−7) são, claramente, LI.
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Exemplo 3.16. Seja f : M(n, n) → R, n > 1, o funcional linear traço, introdu-

zido no Exemplo 3.6. O núcleo de f é, dessa forma, composto pelas matrizes

de M(n, n) que têm traço nulo. Portanto, dim(nuc f) = n− 1 (vide Exemplo

2.16). Temos, também, que f é sobrejetivo, pois, dado a ∈ R, a 6= 0, a matriz

A ∈ M(n, n) cujas entradas aij são todas nulas, exceto por a11 = a, é tal que

f(A) = a.

Proposição 3.6 (INJETIVIDADE DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES). São equivalentes

as seguintes afirmações a respeito de uma transformação linear T : V → W :

i) T é injetiva;

ii) nucT = {0};

iii) T leva vetores LI de V em vetores LI de W.

No caso em que V tem dimensão finita, cada uma das afirmações acima é

equivalente a:

iv) Existe uma base B = {v1, . . . , vn}, de V, tal que {T (v1) , . . . , T (vn)} é LI

em W.

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Seja v ∈ nucT. Então T (v) = 0 = T (0). Uma vez

que estamos supondo que T é injetiva, devemos ter v = 0, isto é, nuc T = {0}.
(ii) ⇒ (iii). Tomemos vetores v1, . . . , vn ∈ V, e suponhamos que eles sejam LI.

Devemos provar que T (v1), . . . , T (vn) são LI em W . Para tanto, tomemos uma

combinação linear nula desses vetores, λ1T (v1) + · · · + λnT (vn) = 0. Dáı e da

linearidade de T, tem-se T (λ1v1+· · ·+λnvn) = 0, donde v = λ1v1+· · ·+λnvn ∈
nucT. Pela hipótese, devemos ter v = 0, o que nos dá λ1 = · · · = λn = 0, já

que os vetores v1 , . . . , vn são LI. Logo, os vetores T (v1), . . . , T (vn) são LI.

(iii)⇒ (i). Sejam v1, v2 ∈ V, tais que T (v1) = T (v2). Nesse caso, T (v1−v2) = 0.

Se tivéssemos v = v1−v2 6= 0, teŕıamos que a imagem do conjunto LI, {v} ⊂ V,

seria o conjunto LD, {0} ⊂ W, contrariando a hipótese. Segue-se que v1 = v2
e, portanto, que T é injetiva.



§3.4 Núcleo e Imagem 77

Suponhamos agora que V tenha dimensão finita. Nesse caso, a implicação

(iii) ⇒ (iv) é imediata. Vejamos, então, que (iv)⇒ (ii). Para tanto, tomemos

v = (x1 , . . . , xn)B ∈ nucT ⊂ V. Então,

0 = T (v) = T (x1v1 + · · ·+ xnvn) = x1T (v1) + · · ·+ xnT (vn).

Dáı e da independência linear de T (v1), . . . , T (vn), segue-se que x1 = · · · =
xn = 0, o que nos dá v = 0. Isso prova que nuc T = {0} e conclui, dessa forma,

a demonstração. ■

Como consequência direta da equivalência entre as afirmações (i), (iii) e

(iv) da Proposição 3.6, bem como da Proposição 2.10-(ii), temos o seguinte

resultado.

Corolário 3.1. Seja T : V → W uma transformação linear entre espaços vetori-

ais de dimensão finita. Se dimV = dimW, então são equivalentes as seguintes

afirmações:

i) T é injetiva;

ii) A imagem por T de qualquer base de V é uma base de W.

Infere-se da Proposição 3.6 que a transformação linear do Exemplo 3.15 é

injetiva, enquanto as dos Exemplos 3.14 e 3.16 não o são. Ainda com respeito

a esses exemplos, observa-se que, em todos eles, a dimensão do domı́nio da

transformação linear considerada é a soma de sua nulidade com seu posto.

Provemos, agora, que esse fato é geral.

Teorema 3.2 (DO NÚCLEO E DA IMAGEM). Seja T : V → W uma transformação

linear. Então, se V tem dimensão finita, vale a igualdade:

dimV = dim(nuc T ) + dim(Im T ). (3.13)

Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que nuc T = {0}, e tomemos uma

base B = {v1, . . . , vn} de V. Pelas Proposições 3.5 e 3.6, temos que o conjunto

B′ = {T (v1), . . . , T (vn)} gera ImT e é LI. Logo, B′ é uma base de Im T, donde

dim(ImT ) = dim V. Uma vez que estamos supondo dim(nuc T ) = 0, temos



78 Transformações Lineares Cap. 3

que a igualdade (3.13) se cumpre. O mesmo ocorre se nuc T = V, pois, nesse

caso, ImT = {0}.
Suponhamos, então, que dim(nuc T ) = k, em que 1 ≤ k < n. Pela Proposi-

ção 2.10-(iv), existe uma base B = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}, de V, tal que seus
primeiros k vetores, v1 , . . . , vk, formam uma base de nuc T. Além disso, pondo-

se V0 = ger {vk+1, . . . , vn}, tem-se V0∩nucT = {0}, pois V = nucT ⊕V0 (vide

Exerćıcio 22 – Cap. 2). Em particular, pela Proposição 3.6, T |V0 : V0 → W é

injetiva. Porém, pela Proposição 3.5, o conjunto

{T (v1), . . . , T (vk), . . . , T (vk+1), . . . , T (vn)}

gera ImT. Uma vez que T (v1) = · · · = T (vk) = 0, segue-se que

B′ = {T (vk+1), . . . , T (vn)},

igualmente, gera Im T. No entanto, B′ é a imagem, pela aplicação injetiva T |V0 ,

do conjunto LI {vk+1, . . . , vn}. Ainda pela Proposição 3.6, B′ é LI, donde B′ é

uma base de Im T. Dessa forma,

dimV = n = k + (n− k) = dim(nuc T ) + dim(Im T ),

como queŕıamos demonstrar. ■

Corolário 3.2. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e T : V → W

uma transformação linear. São válidas as seguintes asserções:

i) Se T for bijetiva, então W terá dimensão finita e dimV = dimW ;

ii) Se dimV = dimW, então, uma condição necessária e suficiente para que

T seja bijetiva, é a de que seja injetiva ou sobrejetiva.

Demonstração. Suponha que T seja bijetiva. Nesse caso, tem-se W = ImT e

nucT = {0}. Em particular, W tem dimensão finita. Além disso, por (3.13),

dimV = dim(nuc T ) + dim(Im T ) = dimW, o que prova (i).

Suponhamos agora que valha dim V = dimW. Se T for bijetiva, por defi-

nição, será injetiva e sobrejetiva. Reciprocamente, se T for injetiva, teremos
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dim(nuc T ) = 0 e, então, por (3.13), dimW = dimV = dim(Im T ), donde T

será sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Finalmente, supondo-se que T seja sobrejetiva, segue-se de (3.13) que

dim(nuc T ) = dim V − dim(ImT ) = dim V − dimW = 0,

isto é, T é injetiva. Logo, bijetiva. Isso prova (ii) e conclui a demonstração. ■

Segue-se do Corolário 3.2-(ii) que o operador linear T : R3 → R3, tal que

[T ] =

 3 −1 0

0 2 1

1 0 −1

 ,

é bijetivo. Para verificarmos isso, basta observarmos que os vetores coluna de

[T ], os quais geram Im T, são LI. Logo, eles constituem uma base de R3, donde

se infere que Im T = R3. Assim, T é sobrejetivo. Logo, pelo Corolário 3.2-(ii),

T é bijetivo.

Exemplo 3.17 (BIJETIVIDADE DA TRANSPOSIÇÃO DE MATRIZES). Seja

T : M(m,n) → M(n,m)

a trasposição de matrizes, isto é, T (X) = X∗, X ∈ M(m,n). Temos que T é

linear (vide igualdade (1.1)). Além disso, T (X) = 0 se, e só se, X∗ = 0 ou,

equivalentemente, X = 0. Logo, nucT = {0}, donde T é injetiva. Uma vez

que dimM(m,n) = dimM(n,m) = mn, segue-se do Corolário 3.2-(ii) que T

é bijetiva.

Com um argumento análogo àquele da demonstração do Corolário 3.2,

obtém-se o seguinte resultado.

Corolário 3.3. São válidas as seguintes afirmações a respeito de uma transfor-

mação linear T : V → W entre espaços vetoriais de dimensão finita:

i) Se T for injetiva, então dimV ≤ dimW ;

ii) Se T for sobrejetiva, então dimV ≥ dimW.
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3.5 Operações com Transformações Lineares

Introduziremos agora as operações de adição e produto de transformações

lineares, e constataremos que, quando os espaços envolvidos são de dimensão

finita, essas operações determinam uma álgebra para transformações lineares, a

qual é idêntica àquela das matrizes. Com esse propósito, consideremos espaços

vetoriais V e W, e denotemos por L (V,W ) o conjunto formado por todas as

transformações lineares de V em W, isto é,

L (V,W ) = {T : V → W ; T é linear}.

Dadas T1, T2 ∈ L (V,W ) e λ ∈ R, definimos a adição T1 + T2 : V → W e

o produto por escalar λT1 : V → W por

(T1 + T2)(v) = T1(v) + T2(v) e (λT1)(v) = λT1(v).

É imediato que, para quaisquer T1, T2 ∈ L (V,W ) e λ ∈ R, tem-se T1+T2 ∈
L (V,W ) e λT1 ∈ L (V,W ). É também de fácil verificação que essas operações

têm as propriedades fundamentais (comutatividade, associatividade, etc.) que

conferem à L (V,W ) uma estrutura de espaço vetorial (verifique!).

Tomando-se bases B ⊂ V e B′ ⊂ W, para quaisquer T1, T2 ∈ L (V,W ),

v ∈ V e λ ∈ R, tem-se

[(T1 + λT2)(v)]B′ = [T1(v) + λT2(v)]B′ = [T1(v)]B′ + λ[T2(v)]B′

= [T1]
B′

B [v]B + λ[T2]
B′

B [v]B = ([T1]
B′

B + λ[T2]
B′

B )[v]B .

Segue-se, então, dessa última igualdade, juntamente com a unicidade da

matriz de uma transformação linear com respeito a bases predeterminadas, o

resultado seguinte.

Proposição 3.7 (A MATRIZ DA SOMA É A SOMA DAS MATRIZES). Considere transfor-

mações lineares T1, T2 ∈ L (V,W ), em que V e W são espaços vetoriais de di-

mensões n e m, respectivamente. Então, para quaisquer bases B ⊂ V, B′ ⊂ W,

e todo λ ∈ R, vale a igualdade:

[T1 + λT2]
B′

B = [T1]
B′

B + λ[T2]
B′

B .
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Em particular, a aplicação

L (V,W ) → M(m,n)

T 7→ [T ]B
′

B

é uma transformação linear.

Investiguemos, agora, o comportamento das transformações lineares com

respeito à composição de aplicações. Para tanto, tomemos espaços vetoriais U,

V, W, e aplicações lineares T1 : U → V , T2 : V → W. Verifiquemos, então, que

a composta T2 ◦ T1 : U → W é linear. Com efeito, dados u, v ∈ U e λ ∈ R,
tem-se

(T2 ◦ T1)(u+ λv) = T2(T1(u+ λv)) = T2(T1(u) + λT1(v))

= T2(T1(u)) + λT2(T1(v)) = (T2 ◦ T1)(u) + λ(T2 ◦ T1)(v),

donde T2 ◦ T1 é linear.

Diz-se, então, que T = T2 ◦T1 : U → W é o produto de T2 e T1, e escreve-se

T = T2T1 . Dado um operador linear T : V → V, o produto TT . . . T, com k fa-

tores, denota-se também por T k. Essa nomenclatura justifica-se pelo resultado

seguinte que, grosso modo, nos diz que a matriz do produto de transformações

lineares é o produto das matrizes correspondentes.

Proposição 3.8 (A MATRIZ DO PRODUTO É O PRODUTO DAS MATRIZES). Sejam U, V

e W espaços vetoriais de dimensão finita, e T1 : U → V, T2 : V → W aplicações

lineares. Então, para quaisquer bases A ⊂ U, B ⊂ V e C ⊂ W, tem-se:

[T2T1]
C
A = [T2]

C
B[T1]

B
A. (3.14)

Demonstração. Dado u ∈ U, considere os vetores

v = T1(u) ∈ V e w = T2(v) = (T2T1)(u) ∈ W.

Nessas condições, temos

[(T2T1)u]C = [T2(v)]C = [T2]
C
B[v]B = [T2]

C
B[T1(u)]B = ([T2]

C
B[T1]

B
A)[u]A ,

o que implica a igualdade (3.14). ■
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Uma vez que transformações lineares entre espaços de dimensão finita são

univocamente associadas a matrizes, segue-se das Proposições 3.7 e 3.8 que a

álgebra das transformações lineares tem as mesmas propriedades da álgebra

das matrizes. Mais precisamente, se T1, T2, T3 são transformações lineares

entre espaços de dimensão finita, valem, sempre que os produtos e adições

mencionados estejam definidos, as seguintes igualdades:

i) T10 = 0T1 = 0;

ii) T1I = IT1 = T1 , em que I é a identidade;

iii) T1(T2 + T3) = T1T2 + T1T3 ;

iv) (T1 + T2)T3 = T1T3 + T2T3 ;

v) (T1T2)T3 = T1(T2T3);

vi) (λT1)T2 = T1(λT2) = λ(T1T2) ∀λ ∈ R.

Convém mencionar que, se T1, T2 : V → V são operadores distintos, tem-

se, em geral, T1T2 6= T2T1 , isto é, assim como o produto de matrizes, o produto

de operadores lineares não é comutativo. Quando ocorre T1T2 = T2T1 , dize-

mos que T1 e T2 comutam. Segue-se, portanto, da Proposição 3.8, que, para

qualquer base B de V, T1 e T2 comutam se, e somente se, as matrizes [T1]B e

[T2]B comutam.

Exemplo 3.18. Sejam T1, T2, T3 : R2 → R2 os operadores lineares dados por

T1(x, y) = (−y, x), T2(x, y) = (−x, y) e T3(x, y) = (2x, y).

Temos que suas respectivas matrizes com respeito à base canônica de R2 são

[T1] =

[
0 −1

1 0

]
, [T2] =

[
−1 0

0 1

]
e [T3] =

[
2 0

0 1

]
.

Dáı, verifica-se facilmente que [T1] não comuta com [T2] ou [T3], e que [T2] e [T3]

comutam. Logo, valem as mesmas afirmações para as transformações lineares

correspondentes.
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3.6 Isomorfismos

Estudaremos agora as transformações lineares bijetivas, chamadas de iso-

morfismos, as quais têm a propriedade fundamental de determinar uma relação

de equivalência na classe dos espaços vetoriais.

Iniciemos estabelecendo uma propriedade peculiar das transformações line-

ares bijetivas, conforme a proposição seguinte.

Proposição 3.9 (LINEARIDADE DA INVERSA). Seja T : V → W uma aplicação

linear bijetiva. Então, a inversa de T, T−1 : W → V, é linear.

Demonstração. Dados w1, w2 ∈ W e λ ∈ R, sejam v1 = T−1(w1) e v2 =

T−1(w2). Uma vez que T é linear, tem-se T (v1 + λv2) = T (v1) + λT (v2) =

w1 + λw2 . Dessa forma,

T−1(w1 + λw2) = v1 + λv2 = T−1(w1) + λT−1(w2),

donde T−1 é linear. ■

Uma aplicação linear bijetiva T : V → W, como mencionamos acima, é dita

um isomorfismo. Nesse caso, pela Proposição 3.9, T−1 : W → V é também

um isomorfismo. Nessas condições, podemos dizer que os espaços V e W são

isomorfos , e indicar essa relação por V ∼ W. Assim, ∼ é simétrica. Além

disso, observando-se que a aplicação identidade de um espaço vetorial é um

isomorfismo, infere-se que ∼ é reflexiva. Por fim, uma vez que uma composição

de bijeções é também uma bijeção, conclui-se que ∼ é também transitiva.

Em suma, vale o resultado seguinte.

Proposição 3.10. A relação de isomorfismo é uma equivalência na classe dos

espaços vetoriais.

Exemplo 3.19. Considere o espaço

Pn = {p ∈ P [t,R] ; p = 0 ou grau(p) ≤ n, n ∈ N}

(vide Exerćıcio 11 – Cap. 2). A aplicação

T : P2 → R3

at2 + bt+ c 7→ (a, b, c)
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é linear e bijetiva (verifique!), donde se conclui que o espaço P2 é isomorfo a

R3. Analogamente, o espaço Pn é isomorfo a Rn+1.

Mais geralmente, tem-se:

Proposição 3.11. Dois espaços vetoriais de dimensão finita são isomorfos se,

e somente se, têm a mesma dimensão.

Demonstração. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita. Se V ∼ W,

segue-se do Corolário 3.2-(i) que dim V = dimW .

Suponhamos agora que valha dim V = dimW = n, e tomemos bases B =

{v1, . . . vn} e B′ = {w1, . . . wn}, de V e W, respectivamente. Pela Proposição

3.1, existe uma única transformação linear T : V → W que satisfaz T (vi) =

wi ∀i ∈ {1, 2, . . . n} . Esse fato, juntamente com os resultados da Proposição

3.6 e do Corolário 3.2-(ii), nos leva à conclusão de que T é bijetiva e, portanto,

um isomorfismo. ■

Corolário 3.4. Todo espaço vetorial de dimensão n é isomorfo ao espaço Rn.

Proposição 3.12. Sejam V e W espaços vetoriais de mesma dimensão finita.

Então, dadas bases B ⊂ V e B′ ⊂ W, tem-se que uma transformação linear

T : V → W é um isomorfismo se, e somente se, a matriz [T ]B
′

B é invert́ıvel.

No caso afirmativo, vale a igualdade:

([T ]B
′

B )−1 = [T−1]BB′ .

Demonstração. Suponhamos que T : V → W seja um isomorfismo. Nesse

caso, designando-se por IW = W → W a aplicação identidade de W, temos

que TT−1 = IW . Logo, pela Proposição 3.8,

[IW ]B′ = [TT−1]B′ = [T ]B
′

B [T−1]BB′ . (3.15)

Analogamente, tem-se que T−1T = IV , donde se obtém

[IV ]B = [T−1]BB′ [T ]B
′

B . (3.16)
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Uma vez que ambas as matrizes, [IW ]B′ e [IV ]B, coincidem com a matriz iden-

tidade de ordem n = dimV = dimW, segue-se de (3.15) e (3.16) que [T ]B
′

B é

invert́ıvel e que ( [T ]B
′

B )−1 = [T−1]BB′ .

Reciprocamente, supondo-se que [T ]B
′

B seja invert́ıvel, temos que o núcleo

de T é trivial, donde T é injetiva e, portanto, bijetiva, já que V eW têm mesma

dimensão. Com efeito, se T (v) = 0, então, [0]B′ = [T (v)]B′ = [T ]B
′

B [v]B . Logo,

[v]B = ([T ]B
′

B )−1[0]B′ = [0]B′ , donde v = 0 e, portanto, Nuc (T ) = {0}. ■

Corolário 3.5. Sejam T ∈ L (V ) um operador linear num espaço V de dimen-

são finita, e B uma base arbitrária de V. Então, T é invert́ıvel se, e somente

se, [T ]B é invert́ıvel. No caso afirmativo, tem-se [T−1]B = [T ]−1
B .

Decorre diretamente da Proposição 3.7 o resultado seguinte.

Teorema 3.3 (L (V,W ) E M(m,n) SÃO ISOMORFOS). Sejam V e W espaços vetoriais

de dimensões n e m, respectivamente. Nessas condições, dadas bases B ⊂ V e

B′ ⊂ W, tem-se que a aplicação

L (V,W ) → M(m,n)

T 7→ [T ]B
′

B ,

que associa a cada transformação linear T ∈ L (V,W ) a sua matriz com res-

peito a B e B′, é um isomorfismo. Em particular, dimL (V,W ) = mn.

Se V e W são como no teorema acima, segue-se dele e do Corolário 3.4 que

L (V,W ) ∼ M(m,n) ∼ Rmn.

3.7 Aplicação aos Sistemas Lineares

Nesta seção que encerra o caṕıtulo, faremos uma breve aplicação dos resul-

tados obtidos ao estudo dos sistemas lineares. Em particular, estabeleceremos

condições sobre as matrizes A e B de um sistema linear AX = B para que o

mesmo admita solução. Antes, consideremos o seguinte resultado.
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Lema 3.1. Suponha que o sistema linear AX = B admita uma solução parti-

cular Xp . Então, X é solução de AX = B se, e somente se, X = Xh + Xp ,

em que Xh é uma solução do sistema homogêneo AX = 0. Em particular, Xp

é uma solução única de AX = B se, e somente se, AX = 0 admite apenas a

solução trivial.

Demonstração. Suponhamos que Xh seja uma solução de AX = 0. Então,

para X = Xh +Xp , teremos

AX = A(Xh +Xp) = AXh + AXp = AXp = B,

donde X será uma solução de AX = B.

Reciprocamente, suponha que X seja uma solução de AX = B. Nesse

caso, fazendo-se Xh = X − Xp , verifica-se igualmente que Xh é uma solução

do sistema homogêneo AX = 0. ■

Dados um subespaço vetorial W de Rn e um vetor não nulo v ∈ Rn, cha-

mamos de subespaço afim determinado por W e v, o conjunto

W + v := {w + v ; w ∈ W}.

Conforme constatamos anteriormente, para toda matriz A ∈ M(m,n), o

conjunto solução do sistema linear homogêneo AX = 0 é um subespaço vetorial

de Rn, o qual, naturalmente, corresponde ao núcleo da transformação linear

associada, TA : Rn → Rm. Segue-se, portanto, do Lema 3.1, que o conjunto

solução do sistema linear AX = B é o subespaço afim:

NucTA + vp = {v + vp ∈ Rn ; v ∈ NucTA},

em que vp ∈ Rn satisfaz A[vp] = B (Fig. 3.1).

Teorema 3.4 (SOLUBILIDADE DE SISTEMAS LINEARES). Dadas matrizes A ∈ M(m,n)

e B ∈ M(m, 1), o sistema linear AX = B admite solução se, e somente se,

postoA = posto [A |B]. (3.17)

No caso afirmativo, a solução é única se, e somente se, postoA = n.
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0

NucTA

vp

NucTA + vp

Figura 3.1: O conjunto solução de AX = B como um subespaço afim de Rn.

Demonstração. Sejam w1 , . . . , wn ∈ Rm os vetores coluna de A. Fazendo-se

B = [w], w ∈ Rm, pelo Teorema 3.1, existe uma solução de AX = B se, e

somente se, w ∈ ImTA, o que ocorre se, e somente se, w ∈ ger {w1 , . . . , wn}
(vide Proposição 3.5 e Observação 3.1). Uma vez que [A |B] = [w1 · · ·wn w],

temos que essa última condição é claramente equivalente à igualdade (3.17).

Pelo Lema 3.1, se existe uma solução particular Xp de AX = B, então essa

solução é única se, e somente se, o sistema homogêneo associado admite apenas

a solução trivial. Esse fato, porém, é equivalente à independência linear dos

vetores coluna de A (vide Proposição 2.6), isto é, à igualdade postoA = n. ■

Exerćıcios

Seção 3.1

1. Verifique, em cada item, se a aplicação T é ou não uma transformação

linear.

a) T : R2 → R3, T (x, y) = (3x− 2y, x− y,−2x+ 2y);
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b) T : R4 → R2, T (x, y, z, w) = (xy, zw);

c) T : R3 → R3, T (x, y, z) = (x+ y − 2z, x− 2y + z, x− z);

d) T : R2 → R2, T (x, y) = (x+ y − 2, 4x− y/2, x+ 9y).

2. Sejam T : V → W uma transformação linear e W0 ⊂ W um subes-

paço vetorial de W. Prove que T−1(W0) := {v ∈ V ; T (v) ∈ W0} é um

subespaço vetorial de V.

3. Seja T : V → W uma transformação linear. Prove que, se o conjunto

{T (v1), . . . , T (vk)} é LI em W, então {v1, . . . , vk} é LI em V.

4. Sejam V0, V1 ⊂ V subespaços de V, e T : V → W uma transformação

linear. Mostre que T (V0 + V1) = T (V0) + T (V1).

5. Sejam T : V → V um operador linear e λ ∈ R. Prove que:

a) Vλ = {v ∈ V ; T (v) = λv} é um subespaço vetorial de V ;

b) Se v1 ∈ Vλ1 e v2 ∈ Vλ2 são não nulos e λ1 6= λ2, então v1 e v2 são LI.

Seção 3.2

6. Seja A uma matriz quadrada de ordem n que possui linhas ou colunas

nulas. Prove que a transformação linear T : Rn → Rn, tal que A = [T ],

não é injetiva ou sobrejetiva.

7. Seja f : Rn → R um funcional linear não identicamente nulo. Prove que

f é sobrejetivo, e que existe uma base B de Rn, tal que

f(x1, . . . , xn)B = ax1, a ∈ R.

Exiba, então, a matriz de f com respeito à base B.

8. Dada A ∈ M(2), seja T : M(2) → M(2) a aplicação definida por

T (X) = AX, X ∈ M(2). Prove que T é linear e determine a matriz de

T com respeito à base canônica de M(2).

Seção 3.3
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9. Considere, em R2, as bases

B = {(1, 1), (−1, 1)} e B′ = {(2, 1), (0, 1)},

e determine as matrizes de mudança de base, [I]B
′

B e [I]BB′ . Em seguida,

determine as coordenadas de v = (−1, 3)B com respeito a B′, bem como

as coordenadas de w = (−1, 3)B′ com respeito a B.

10. Sejam B e B′ como no exerćıcio anterior, e T : R2 → R2 o operador linear

definido por T (x, y) = (x−y, x+2y). Determine as matrizes [T ]B e [T ]B′

e compare os seus respectivos traços.

11. Sejam B e B′ as seguintes bases de R3 :

� B = {(5,−1, 3), (−6, 4,−6), (−6, 2,−4)};
� B′ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Mostre que existe um subespaço de dimensão 1, W ⊂ R3, tal que

[v]B = [v]B′ ∀v ∈ W.

Seção 3.4

12. Prove que existe uma transformação linear T : R4 → R4 que satisfaz

ambas as condições:

� nucT = ger {(1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)};
� ImT = ger {(1,−1, 0, 2), (0, 1,−1, 0)}.

13. Determine o núcleo e a imagem de cada transformação do Exerćıcio 1

que seja linear. Em seguida, investigue o comportamento de cada uma

delas no que diz respeito à injetividade e sobrejetividade.

14. Determine o núcleo e a imagem da transformação linear T : P2 → P3

definida pela igualdade:

T (at2 + bt+ c) =
a

3
t3 +

b

2
t2 + ct.
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15. Sejam T1 , T2 ∈ L (V, V ) operadores lineares de um espaço vetorial V de

dimensão finita. Prove que:

a) Existe T ∈ L (V, V ) satisfazendo T1 = T2T ⇔ ImT1 ⊂ ImT2 ;

b) Existe T ∈ L (V, V ) satisfazendo T1 = TT2 ⇔ nucT2 ⊂ nucT1 .

16. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita, e W0 ⊂ W um su-

bespaço de W. Dada uma transformação linear T : V → W, considere o

subespaço V0 = T−1(W0) (vide Exerćıcio 2) e denote por T0 : V0 → W0 a

restrição de T a V0. Verifique que nuc T0 = nucT e conclua, através do

Teorema do Núcleo e da Imagem, que

dimV0 ≥ dimV − dimW + dimT (V0).

17. Sejam T1, T2 : V → V operadores lineares num espaço vetorial V de

dimensão finita. Verifique que T2( nuc (T1T2) ) ⊂ nuc (T1), e conclua que

vale a seguinte desigualdade:

dim(nuc (T1T2)) ≤ dim(nuc T1) + dim(nuc T2).

Generalize para um número finito de operadores T1 , . . . , Tk .

Seção 3.5

18. Considere transformações lineares T1 , T2 ∈ L (U, V ) e T3 ∈ L (V,W ).

Mostre, então, que:

a) posto (T1+T2) ≤ posto (T1)+ posto (T2), ocorrendo a igualdade se,

e somente se, tivermos T1(U) ∩ T2(U) = {0}.

b) posto (T3T1) ≤ min{posto (T1), posto (T3)}, ocorrendo a igualdade

se T1 for sobrejetiva ou T3 for injetiva.

19. Seja T : V → V um operador linear. Suponha que exista v ∈ V satisfa-

zendo T k(v) = 0 e T k−1(v) 6= 0 para algum k ∈ N. Prove que o conjunto

{v, T (v), T 2(v), . . . , T k−1(v)} é LI.
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20. Seja T : V → V um operador linear. Prove que T 2 = 0 se, e somente se,

ImT ⊂ nucT.

21. Use o Corolário 3.3 e os resultados da Seção 3.5 para mostrar que o

produto AB ∈ M(n), de uma matriz A ∈ M(1, n) por uma matriz

B ∈ M(n, 1), nunca é invert́ıvel.

Seção 3.6

22. Considere um isomorfismo T : R2 → R2, e suponha que a, b, c, d ∈ R2

sejam vértices de uma paralelogramo. Mostre que vale o mesmo para

T (a), T (b), T (c) e T (d).

23. Diz-se que um operador T : V → V é nilpotente, quando existe k ∈ N, tal
que T k = 0. Mostre que, se T : V → V é nilpotente, então T−I : V → V

é um isomorfismo, em que I denota o operador identidade de V.

24. Aplique o Corolário 3.5 para mostrar que, dadas matrizes A e B em

M(n), se AB = I, então BA = I, isto é, A e B são invert́ıveis, sendo

uma a inversa da outra.

25. Sejam A e B matrizes n × n, V um espaço vetorial de dimensão n, e B
uma base de V. Prove que, se A e B são semelhantes, então existem uma

base B′, de V, e um operador linear T : V → V, tais que [T ]B = A e

[T ]B′ = B.

26. Dadas matrizes A, B ∈ M(n), seja T : M(n) → M(n) a transforma-

ção linear definida por T (X) = AX − XB. Mostre que, se A e B são

semelhantes, então T não é um isomorfismo.

27. Sejam V eW espaços vetoriais, tais que dim V = n e dimW = m. Dadas

bases B1,B2 ⊂ V, e B′
1,B′

2 ⊂ W, e uma transformação linear T : V → W,

mostre que existem matrizes invert́ıveis, M ∈ M(m) e N ∈ M(n), tais

que M [T ]
B′
1

B1
= [T ]

B′
2

B2
N.
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4
Determinantes

Neste caṕıtulo, estudaremos os determinantes. O determinante de uma

matriz quadrada A é um número real, a ela associado, cujas caracteŕısticas

refletem certas propriedades de A. Estabelece-se, por exemplo, que A será

invert́ıvel se, e somente se, seu determinante for não nulo.

Conforme constataremos nos caṕıtulos posteriores, o determinante desem-

penha também um papel fundamental na teoria de operadores lineares em

espaços de dimensão finita, bem como na conceituação de volume em espaços

euclidianos. Como consequência, determinantes têm uma grande incidência

em diversas teorias da matemática, especialmente em Análise e Geometria.

Assim, para cada n ∈ N, definiremos uma função determinante em M(n).

Verificaremos, então, suas principais propriedades e, através das mesmas, ob-

teremos alguns resultados fundamentais, incluindo-se o supracitado critério de

inversão de matrizes.

4.1 Determinantes em M(2)

Consideremos uma matriz quadrada de segunda ordem, A = (aij)2×2 , e

observemos que, pela Proposição 2.5, um sistema linear do tipo

AX = B

admite uma única solução se, e somente se, as entradas aij de A satisfazem

a11a22 − a12a21 6= 0. (4.1)

93
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Em particular, a condição (4.1) é equivalente à invertibilidade de A e, portanto,

à invertibilidade do operador linear T ∈ L (R2,R2), tal que [T ] = A.

Esses fatos sugerem o estudo da função D : M(2) → R, definida por

D(A) = a11a22 − a12a21 , A = (aij)2×2 . (4.2)

Para tanto, identificaremos M(2) com R2 × R2 através da correspondência

A = (aij) ∈ M(2) ∼= (v1, v2) ∈ R2 × R2,

em que v1 = (a11, a21) e v2 = (a12, a22) são os vetores coluna de A.

Verifica-se, então, que a função D tem as seguintes propriedades, as quais

são válidas para quaisquer v1 , v2 , v3 ∈ R2 e λ ∈ R :

i) D(v1 + λv2, v3) = D(v1, v3) + λD(v2, v3);

ii) D(v1, v2 + λv3) = D(v1, v2) + λD(v1, v3);

iii) D(v1, v1) = 0;

iv) D(e1, e2) = 1.

Assim, D é bilinear (propriedades (i) e (ii)), alternada (propriedade (iii))

e vale 1 na matriz identidade de M(2) (propriedade (iv)). Além disso, como

consequência das três primeiras propriedades, tem-se que D é antissimétrica,

isto é, para quaisquer v1 , v2 ∈ R2, vale a igualdade

v) D(v1, v2) = −D(v2, v1).

De fato, segue-se de (i), (ii) e (iii) que:

0 = D(v1 + v2, v1 + v2)

= D(v1, v1) +D(v1, v2) +D(v2, v1) +D(v2, v2)

= D(v1, v2) +D(v2, v1).

Suponhamos agora que D′ : R2 × R2 → R seja uma função que cumpra

as propriedades (i)–(iv) acima e, consequentemente, a propriedade (v). Nessas
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condições, dados v1 = (a11, a21) e v2 = (a12, a22) em R2, tem-se

D′(v1, v2) = D′( a11e1 + a21e2 , a12e1 + a22e2 )

= a11a12D
′(e1, e1) + a11a22D

′(e1, e2)

+a21a12D
′(e2, e1) + a21a22D

′(e2, e2)

= a11a22 − a12a21

= D(v1, v2),

isto é, D e D′ são funções iguais.

Segue-se dessas considerações que a única função definida em R2 ×R2 que

é bilinear, alternada e que vale 1 em (e1, e2) é a a função D definida em (4.2),

a qual denomina-se determinante.

Dada uma matriz A = (aij)2×2 em M(2), denota-se o determinante de A

por detA e escreve-se

detA =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 .

Temos, então, o seguinte resultado:

Proposição 4.1. São equivalentes as seguintes afirmações acerca de uma matriz

A ∈ M(2):

� Para toda matriz coluna B ∈ M(2, 1), o sistema linear AX = B admite

uma única solução;

� A é invert́ıvel;

� detA 6= 0.

Segue-se da Proposição 4.1 que a matriz A =

[
2 1

3 2

]
, contrariamente à

matriz B =

[
1 3

2 6

]
, é invert́ıvel, pois detA = 1 6= 0 e detB = 0.
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4.2 Determinantes em M(n)

A fim de estender para M(n) a noção de determinante introduzida na seção

anterior, identifiquemos esse espaço com Rn × · · · × Rn (n cópias) através da

seguinte correspondência:

A = (aij)n×n ∈ M(n) ∼= (v1 , . . . , vn) ∈ Rn × · · · × Rn,

em que, para cada j ∈ {1, . . . , n}, vj = (a1j, . . . , anj) é o j-ésimo vetor coluna

da matriz A.

Definição 4.1 (n-FORMA). Uma função f : Rn×· · ·×Rn → R é dita n-linear ou,

equivalentemente, uma n-forma em Rn, se, para todo ı́ndice j ∈ {1, . . . , n},
vale a igualdade

f(v1 , . . . , λvj + wj , . . . , vn) = λf(v1 , . . . , vj , . . . , vn) + f(v1 , . . . , wj , . . . , vn)

quaisquer que sejam λ ∈ R e v1 , . . . , vj , wj , . . . , vn ∈ Rn.

Exemplo 4.1. A função

f(v1 , . . . , vn) = a11 . . . ann , vj = (a1j , . . . , anj) ∈ Rn,

é uma n-forma em Rn. Com efeito, dados j ∈ {1, . . . , n} e λ ∈ R, tem-se, para

quaisquer v = (x1, . . . , xn), w = (y1 , . . . , yn) ∈ Rn, que

f(v1, . . . , v + λw, . . . , vn) = a11 . . . (xj + λyj) . . . ann

= a11 . . . xj . . . ann + λa11 . . . yj . . . ann ,

donde se conclui que

f(v1, . . . , v + λw, . . . , vn) = f(v1, . . . , v, . . . , vn) + λf(v1, . . . , w, . . . , vn).

Definição 4.2 (n-FORMA ALTERNADA – ANTISSIMÉTRICA). Diz-se que uma n-forma

f em Rn é alternada se, para quaisquer n vetores v1 , . . . , vn ∈ Rn, tem-se

f(v1 , . . . , vn) = 0
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sempre que vi = vj para algum par de ı́ndices i 6= j ∈ {1, . . . , n}. Diz-se que f

é antissimétrica, se

f(v1 , . . . , vi , . . . , vj , . . . , vn) = −f(v1 , . . . , vj , . . . , vi , . . . , vn),

quaisquer que sejam i, j ∈ {1, . . . , n}.

Dadas duas n-formas em Rn, f e g, verifica-se facilmente que, para todo

λ ∈ R, a função f+ λg é uma n-forma em Rn. Além disso, f+ λg é alternada,

se f e g o forem. Dáı, segue-se que

F(Rn) = {n-formas emRn} e A(Rn) = {n-formas alternadas emRn}

são espaços vetoriais, sendo que A(Rn), evidentemente, é um subespaço de

F(Rn).

Proposição 4.2. Sejam f uma n-forma alternada em Rn e {v1, . . . , vn} ⊂ Rn

um conjunto LD. Então, f(v1 , . . . , vn) = 0.

Demonstração. Com efeito, pela n-linearidade de f, se um dos vetores vi for

nulo, teremos f(v1 , . . . , vn) = 0. Caso contrário, pela Proposição 2.9, existem

k ∈ {2, . . . , n} e λ1 , . . . , λk−1 ∈ R, tais que vk = λ1v1 + · · ·+ λk−1vk−1 . Logo,

f(v1 , . . . , vk , . . . , vn) = f(v1 , . . . , vk−1 , λ1v1+ · · ·+λk−1vk−1 , vk+1, . . . , vn) = 0 ,

uma vez que f é n-linear e alternada. ■

Proposição 4.3. Uma n-forma em Rn é alternada se, e somente se, é antissi-

métrica.

Demonstração. Seja f uma n-forma alternada em Rn. Nesse caso, dados i, j ∈
{1, . . . , n} e v1 , . . . , vi , . . . , vj, . . . , vn ∈ Rn, tem-se

0 = f(v1, . . . , vi + vj, . . . , vi + vj, . . . , vn)

= f(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vn) + f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn)

+ f(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vn) + f(v1, . . . , vj, . . . , vj, . . . , vn)

= f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) + f(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vn) ,
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donde f antissimétrica.

Reciprocamente, suponhamos que f seja uma n-forma antissimétrica em

Rn. Então, para quaisquer v1, . . . , vn, v ∈ Rn, vale a igualdade

f(v1, . . . , v, . . . , v, . . . , vn) = −f(v1, . . . , v, . . . , v, . . . , vn).

Logo, f(v1, . . . , v, . . . , v, . . . , vn) = 0, isto é, f é alternada. ■

4.2.1 Existência do Determinante

Definição 4.3 (FUNÇÃO DETERMINANTE). Uma n-forma alternada D em Rn, a

qual cumpre D(e1, . . . , en) = 1, é dita uma função determinante.

Claramente, a função identidade é a única função determinante em R. Con-
forme vimos na seção anterior, existe também uma única função determinante

em R2 × R2 ∼= M(2).

Vejamos o caso n = 3, isto é, suponhamos que D : R3 × R3 × R3 → R
seja uma função determinante. Escrevendo-se vj =

∑3
i=1 aijei e valendo-se das

propriedades de D, tem-se

D(v1, v2, v3) = D

(
3∑

i1=1

ai11ei1 ,
3∑

i2=1

ai22ei2 ,
3∑

i3=1

ai33ei3

)
= a11a22a33D(e1, e2, e3) + a11a32a23D(e1, e3, e2)

+ a21a12a33D(e2, e1, e3) + a21a32a13D(e2, e3, e1)

+ a31a12a23D(e3, e1, e2) + a31a22a13D(e3, e2, e1).

Porém, por definição, D(e1, e2, e3) = 1 e, pela Proposição 4.3, D é antissimé-

trica. Logo, pondo-se A ∼= (v1 , v2 , v3) ∈ M(3), tem-se

D(A) = a11a22a33 − a11a32a23 − a21a12a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 .

Observemos agora que essa última igualdade pode ser escrita como

D(A) = a11(a22a33 − a32a23)− a21(a12a33 − a32a13) + a31(a12a23 − a22a13)

= a11 detA11 − a21 detA21 + a31 detA31, (4.3)
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em que A1j, j ∈ {1, 2, 3}, é a matriz 2× 2 obtida de A por eliminação de suas

primeira linha e j-ésima coluna.

A igualdade (4.3) sugere fortemente a construção de funções determinante

por indução, conforme o faremos na demonstração do Teorema 4.1. Antes,

porém, consideremos o lema seguinte.

Lema 4.1. Seja f uma n-forma em Rn com a seguinte propriedade: Para todo

j ∈ {2, . . . , n} e quaisquer v1, . . . , vj−1, vj, . . . , vn , tem-se

f(v1, . . . , vj−1, vj, . . . , vn) = 0

sempre que vj−1 = vj . Então, f é alternada.

Demonstração. O argumento usado na primeira parte da demonstração da

Proposição 4.3 aplicado à n-forma f prova que

f(v1, . . . , vj−1, vj, . . . , vn) = −f(v1, . . . , vj, vj−1, . . . , vn),

quaisquer que sejam j ∈ {1, . . . , n} e v1, . . . , vj−1, vj, . . . , vn ∈ Rn. Além disso,

toda n-upla (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) de vetores de Rn pode ser transformada

na n-upla (v1, . . . , vi, vj, . . . , vn) através de permutações sucessivas de vetores

adjacentes, isto é, do tipo vk−1, vk . Segue-se, então, da igualdade acima, que

f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) = (−1)p f(v1, . . . , vi, vj, . . . , vn),

em que p é o número de permutações realizadas. Em particular, se vi = vj ,

tem-se f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) = 0, donde se conclui que f é alternada. ■

Teorema 4.1 (EXISTÊNCIA DO DETERMINANTE EM M(n)). Para todo n ∈ N, existe
uma função determinante em M(n).

Demonstração. A prova será por indução sobre n. O resultado é imediato para

n = 1. Suponhamos, então, que, dado n ≥ 2, exista uma função determinante

D em M(n− 1), e definamos a função D1 em M(n) por

D1(A) =
n∑

j=1

(−1)1+ja1jD(A1j) , (4.4)
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isto é

D1(A) = a11D(A11)− a12D(A12) + · · ·+ (−1)1+na1nD(A1n) ,

em que A1j , j ∈ {1, . . . , n}, é a matriz (n−1)×(n−1) obtida de A eliminando-

se sua primeira linha e sua j-ésima coluna.

Mostremos, pois, que D1 é uma função determinante em M(n), o que,

juntamente com o Prinćıpio da Indução, nos levará à conclusão do teorema.

Com esse propósito, consideremos a aplicação linear T : Rn → Rn−1, de-

finida por T (x1 , . . . , xn) = (x2, . . . , xn), e observemos que, para cada j ∈
{1, . . . , n}, vale a implicação:

A ∼= (v1 , . . . , vn) ⇒ A1j
∼= (T (v1), . . . , T (vj−1), T (vj+1), . . . , T (vn)).

Em particular, a aplicação

A ∼= (v1 , . . . , vn) ∈ M(n) 7→ A1j ∈ M(n− 1)

é linear com respeito a cada uma das variáveis v1 , . . . , vj−1 , vj+1 , . . . , vn . Con-

sequentemente, uma vez que D é (n− 1)-linear, vale o mesmo para a função

A ∼= (v1 , . . . , vn) ∈ M(n) 7→ fj(v1 , . . . , vn) = a1jD(A1j). (4.5)

Além disso, tomando-se λ ∈ R e v′j = (a′1j, . . . , a
′
nj) em Rn, tem-se

fj(v1, . . . , vj + λv′j, . . . , vn) = (a1j + λa′1j)D(A1j)

= fj(v1, . . . , vj, . . . , vn) + λfj(v1, . . . , v
′
j, . . . , vn),

ou seja, fj é linear, também, com respeito a vj .

Segue-se que, para todo j = 1, . . . , n, a função fj é n-linear. Portanto, D1,

sendo uma combinação linear dessas funções, é n-linear.

Tomemos agora A ∼= (v1, . . . , vn) ∈ M(n) e suponhamos que, para algum

k ∈ {2, . . . , n}, tenha-se vk−1 = vk . Nesse caso, para todo j ∈ {1, . . . , n}
diferente de k − 1 e de k, a matriz A1j tem duas colunas iguais. Além disso,

as matrizes A1(k−1) e A1k são iguais. Logo,

D1(v1, . . . , vn) = (−1)ka1(k−1)D(A1(k−1)) + (−1)k+1a1kD(A1k) = 0.
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Dessa igualdade e do Lema 4.1, conclui-se que D é alternada.

Por fim, verifica-se por substituição direta que D1(e1 , . . . , en) = 1, donde

se infere que D1 é uma função determinante em M(n), como queŕıamos de-

monstrar. ■

Através de um argumento análogo ao da demonstração acima, prova-se

que, para todo i ∈ {1, . . . , n}, a função

Di(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaijD(Aij), A ∈ M(n), (4.6)

é uma função determinante em M(n), dita o desenvolvimento de Laplace de

A com repeito à sua i-ésima linha.

Consideremos, por exemplo, a matriz

A =

1 −1 0

1 2 −3

2 0 1

 .

Temos que:

� D1(A) = 1.

∣∣∣∣2 −3

0 1

∣∣∣∣+ 1.

∣∣∣∣1 −3

2 1

∣∣∣∣+ 0.

∣∣∣∣1 2

2 0

∣∣∣∣ = 9;

� D2(A) = −
∣∣∣∣−1 0

0 1

∣∣∣∣+ 2.

∣∣∣∣1 0

2 1

∣∣∣∣+ 3.

∣∣∣∣1 −1

2 0

∣∣∣∣ = 9;

� D3(A) = 2.

∣∣∣∣−1 0

2 −3

∣∣∣∣− 0.

∣∣∣∣1 0

1 −3

∣∣∣∣+ 1.

∣∣∣∣1 −1

1 2

∣∣∣∣ = 9;

o que sugere a unicidade da função determinante, tema da próxima seção.

4.2.2 Unicidade do Determinante

No que se segue, constataremos que as n expressões (4.6) definem a mesma

função determinante, o que decorrerá do fato de que, na verdade, para todo

n ∈ N, existe uma única função determinante em M(n). A demonstração desse

fato nos levará a fazer algumas considerações sobre permutações.
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Definição 4.4 (PERMUTAÇÃO – TRANSPOSIÇÃO). Dado n ∈ N, uma permutação (de

grau n) é uma função bijetiva σ : Nn → Nn , em que Nn = {1, . . . , n}. Uma

permutação σ de grau n é dita uma transposição, se existem i, j ∈ Nn , tais

que:

� i 6= j;

� σ(i) = j e σ(j) = i;

� σ(k) = k ∀k ∈ Nn − {i, j}.

Adotaremos a seguinte notação: Dada uma permutação σ : Nn → Nn ,

escreveremos σ(1) = σ1 , . . . , σ(n) = σn . Quando σ e τ forem, ambas, permu-

tações de grau n, denotaremos a composta σ ◦ τ como o produto στ. Eviden-

temente, o produto de permutações de grau n é também uma permutação de

grau n.

Dito de forma simples, uma permutação de grau n nada mais é que uma

reordenação da sequência 1, . . . , n. A partir desse ponto de vista, é fácil ver

que toda permutação se expressa como um produto de transposiçõoes, isto

é, qualquer permutação preestabelecida pode ser obtida, reordenando-se os

elementos de Nn de dois em dois. Assim, para toda permutação σ : Nn → Nn ,

existem transposições τ1, . . . , τk , tais que

σ = τ1 . . . τk . (4.7)

À igualdade (4.7), chamaremos uma representação de σ.

É claro que, em geral, uma permutação admite mais de uma representação.

No entanto, o número k de transposições de uma representação qualquer de

uma permutação σ é sempre par ou sempre ı́mpar, ou seja, a paridade de k

depende de σ, não da representação em si. Curiosamente, podemos demonstrar

facilmente esse fato, de caráter puramente combinatório, usando a teoria de

determinantes. Com efeito, seja D uma função determinante em M(n). Uma

vez que D é antissimétrica, se σ for uma permutação de grau n representada

como em (4.7), teremos que

D(eσ1 , . . . , eσn) = (−1)kD(e1, · · · , en) = (−1)k.
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Dessa forma, k será par ou ı́mpar, conforme tenha-se D(eσ1 , . . . , eσn) = 1

ou D(eσ1 , · · · , eσn) = −1, respectivamente.

Definição 4.5 (PARIDADE DE PERMUTAÇÕES). Diz-se que uma permutação é par ,

quando é representada por um número par de transposições. Caso contrário,

ela é dita ı́mpar . Define-se o sinal de uma permutação σ, sgn σ, como 1, para

permutações pares, e −1, para permutações ı́mpares.

Tomemos agora uma n-forma alternada f em Rn. Pondo-se, para cada

ı́ndice j ∈ {1, · · · , n},

vj = (a1j, · · · , anj) =
n∑

i=1

aijei ∈ Rn,

e procedendo-se como o fizemos no caso particular n = 3, conclui-se, igual-

mente, que f(v1, . . . , vn) é uma soma de n! parcelas do tipo

aσ11aσ22 . . . aσnn f(eσ1 , eσ2 , . . . , eσn),

em que cada σ é uma permutação de grau n. Uma vez que f é antissimétrica,

essa expressão nada mais é que

(sgn σ)aσ11aσ22 . . . aσnn f(e1, e2, . . . , en),

isto é, dada A ∈ M(n), tem-se

f(A) =
∑
σ∈Λ

(sgn σ)aσ11aσ22 . . . aσnn f(I), (4.8)

em que Λ = {permutações de grau n}.
Segue-se da igualdade (4.8) que existe uma única função determinante em

M(n) , a qual denotamos por det , isto é,

detA =
∑
σ∈Λ

(sgn σ)aσ11aσ22 · · · aσnn , A = (aij) ∈ M(n). (4.9)

Em suma, tem-se o resultado seguinte.
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Teorema 4.2 (UNICIDADE DO DETERMINANTE). Para todo n ∈ N, existe uma única

função determinante em M(n), a qual denota-se por det e define-se através

da igualdade (4.9). Além disso, se f for uma n-forma alternada, para toda

matriz A ∈ M(n), valerá a seguinte igualdade:

f(A) = (detA)f(I).

Em particular, dimA(Rn) = 1.

Dada uma matriz A = (aij) ∈ M(n), observemos que

aσ11aσ22 . . . aσnn = a1σ−1
1
a2σ−1

2
. . . anσ−1

n
∀σ ∈ Λ.

Além disso, se σ se expressa como em (4.7), então, σ−1 = τ−1
k . . . τ−1

1 , donde

sgn σ = sgn σ−1. Dessas considerações e da igualdade (4.9), segue-se que

detA = detA∗ ∀A ∈ M(n). (4.10)

Dada uma matriz A = (aij) ∈ M(n), escreveremos

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Segue-se das igualdades 4.6 e 4.10 que, para o cálculo do determinante

de uma matriz A ∈ M(n), pode-se fazê-lo por meio de desenvolvimento de

Laplace por qualquer linha ou coluna de A. Certamente, a linha ou coluna que

tiver mais entradas nulas é a que torna o cálculo mais simples, conforme o

exemplo seguinte.

Exemplo 4.2. Consideremos a matriz triangular superior

A =


3 −1 π e

0 1 4/5 0

0 0 4 −3

0 0 0 π

 .
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Calculando-se o seu determinante através do desenvolvimento de Laplace

com respeito à primeira coluna, obtém-se

detA = 3.

 1 4/5 0

0 4 −3

0 0 π

 = 3.1.

[
4 −3

0 π

]
= 12π.

Pela n-linearidade do determinante, e também do fato dessa função ser

alternada, vale o resultado seguinte.

Proposição 4.4. Para quaisquer v1 , . . . , vn ∈ Rn, vale a seguinte iguadalde:

det(v1 , . . . , vi , . . . , vj , . . . , vn) = det(v1 , . . . , vi , . . . , λvi + vj , . . . , vn), (4.11)

isto é, dada uma matriz A = [v1 · · · vn], seu determinante não se altera, quando

substitúımos uma coluna por sua soma com um múltiplo de outra coluna.

Observação 4.1. Devido à igualdade (4.10), a Proposição 4.4 permancece válida

quando se substitui, em seu enunciado, “coluna” por “linha”.

Vejamos, nos próximos exemplos, que uma devida aplicação da Proposição

4.4 simplifica o cálculo de certos determinantes.

Exemplo 4.3. Consideremos a matriz

A =

2 2 5

1 2 0

3 −2 1

 ,

e denotemos seus vetores coluna por v1, v2 e v3. Substituindo-se v2 por v2−2v1,

obtém-se a matriz

B =

2 −2 5

1 0 0

3 −8 1

 .

Pela Proposição 4.4, detA = detB. Note que o determinante de B é mais fácil

de calcular que o de A, devido ao fato de que B possui uma fila com duas

entradas nulas (a segunda linha, no caso), o que não ocorre em A. Assim,

detA = detB = (−1)2+1

∣∣∣∣ −2 5

−8 1

∣∣∣∣ = −(−2 + 40) = −38.
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Exemplo 4.4. Consideremos a Matriz de Vandermonde de ordem 3,

A =

 1 1 1

a1 a2 a3
a21 a22 a23

 ,

e verifiquemos que

detA = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2). (4.12)

Para tanto, denote por ℓ1, ℓ2 e ℓ3 as linhas de A, e considere a matriz B

obtida de A efetuando-se sobre suas linhas as transformações elementares:

ℓ3 → ℓ3 − a1ℓ2 e ℓ2 → ℓ2 − a1ℓ1,

o que resultará na matriz

B =

1 1 1

0 a2 − a1 a3 − a1
0 a22 − a1a2 a23 − a1a3

 .

Pela Proposição 4.4, detA = detB. Assim, efetuando-se o desenvolvimento

de Laplace de B com respeito à primeira coluna, tem-se

detA =

∣∣∣∣ a2 − a1 a3 − a1
a22 − a1a2 a23 − a1a3

∣∣∣∣ = (a2 − a1)(a3 − a1)

∣∣∣∣ 1 1

a2 a3

∣∣∣∣ ,
donde se obtém (4.12).

Exemplo 4.5. Provemos a seguinte igualdade:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t 0 0 a

−1 t 0 b

0 −1 t c

0 0 −1 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a+ bt+ ct2 + dt3.

Para tanto, efetuemos uma sequência de operações sobre as linhas ℓi de A, as

quais serão substitúıdas pelas linhas ℓ′i da seguinte forma:

ℓ3 → ℓ3 + tℓ4 = ℓ′3 ℓ2 → ℓ2 + tℓ′3 = ℓ′2 ℓ1 → ℓ1 + tℓ′2 = ℓ′1,



§4.2 Determinantes em M(n) 107

o que implicará na igualdade:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a+ bt+ ct2 + dt3

−1 0 0 b+ ct+ dt2

0 −1 0 c+ dt

0 0 −1 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 p1(t)

−1 0 0 p2(t)

0 −1 0 p3(t)

0 0 −1 p4(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Agora, denotando-se as colunas desse último determinante por vi , e substituindo-

se sucessivamente a última coluna v4 por v4 + pi+1vi , i = 1, 2, 3, obtém-se

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 p1(t)

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Por fim, após 3 permutações das colunas e multiplicação de três delas por -1,

conclúımos que:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p1(t) 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = p1(t) = a+ bt+ ct2 + dt3.

Com um argumento inteiramente análogo, obtém-se a igualdade:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t 0 0 · · · 0 a0
−1 t 0 · · · 0 a1
0 −1 t · · · 0 a2

0 0 −1
. . . 0

...
...

...
...

. . . t
...

0 0 0 · · · −1 an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a0 + a1t+ · · ·+ an−1t

n−1, (4.13)

à qual nos referiremos posteriormente.
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4.3 Propriedade Fundamental – Aplicações

Estabeleceremos nesta seção a propriedade fundamental dos determinan-

tes, qual seja, que o determinante do produto de duas matrizes (quadradas e

de mesma ordem) é igual ao produto de seus determinantes. Aplicaremos essa

propriedade para mostrar que uma matriz quadrada é invert́ıvel se, e somente

se, seu determinante é não nulo, o que nos permitirá definir o determinante

de um operador linear de um espaço de dimensão finita. Obteremos, também,

uma fórmula de inversão para matrizes, bem como um método para calcular

o posto de uma matriz arbitrária (não necessariamente quadrada). Concluire-

mos, então, com uma breve discussão sobre matrizes diagonais por blocos.

Teorema 4.3. Dadas matrizes A, B ∈ M(n), tem-se

det(AB) = detA detB.

Demonstração. Fixemos A ∈ M(n) e consideremos a função f : M(n) → R,
dada por f(B) = det(AB). Suponhamos que B ∼= (v1 , . . . , vn). Abusando-se da

notação e escrevendo-se Avi ao invés de A[vi], tem-se AB ∼= (Av1 , . . . , Avn),

isto é, f(v1 , . . . , vn) = det(Av1 , . . . , Avn). Dáı, conclui-se facilmente que f é n-

linear e alternada. Logo, pelo Teorema 4.2, tem-se f(B) = det(B)f(I), donde

det(AB) = det(B) det(A), como desejado. ■

Sejam A ∈ M(n) uma matriz invert́ıvel e A−1 sua inversa. Segue-se da

igualdade AA−1 = I e do Teorema 4.3 que detA e detA−1 são não nulos

e cumprem detA = 1/ detA−1. Por outro lado, se A ∼= (v1 , . . . , vn) não for

invert́ıvel, conforme vimos no caṕıtulo anterior, o posto de A será menor que

n. Em particular, os vetores coluna de A serão LD. Logo, pela Proposição 4.2,

teremos detA = 0.

Vale, portanto, o seguinte resultado.

Proposição 4.5. Uma condição necessária e suficiente para que uma matriz

A ∈ M(n) seja invert́ıvel, é a de que seu determinante seja não nulo. No caso

afirmativo, valerá a igualdade

detA =
1

detA−1
·
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Exemplo 4.6. Conforme constatamos anteriormente, a matriz

A =

1 −1 0

1 2 −3

2 0 1


tem determinante igual a 9 6= 0. Logo, A é invert́ıvel e detA−1 = 1/9.

Consideremos um espaço vetorial V de dimensão finita, e bases B ,B′ ⊂ V.

Temos, pela Proposição 3.3, que as respectivas matrizes de um operador linear

T : V → V com respeito a B e B′, [T ]B e [T ]B′ , são semelhantes, isto é, existe

uma matriz invert́ıvel M (a matriz de mudança de B para B′), tal que

[T ]B = M−1[T ]B′M. (4.14)

Segue-se, portanto, de (4.14), do Teorema 4.3 e da Proposição 4.5 que

det[T ]B = det[T ]B′ ,

igualdade esta que justifica a definição a seguir.

Definição 4.6 (DETERMINANTES DE OPERADORES). O determinante de um opera-

dor linear T : V → V num espaço vetorial V de dimensão finita, denotado por

detT , é definido por

detT = det [T ]B ,

em que B é uma base arbitrária de V.

Observação 4.2. Segue-se do Corolário 3.5 e da Proposição 4.5 que um operador

T : V → V (dimV < ∞) é invert́ıvel se, e somente se, detT 6= 0.

4.3.1 Inversão de Matrizes

Dada uma matriz A ∈ M(n), seja C = (cij) ∈ M(n) a matriz, tal que

cij = (−1)i+j detAij . (4.15)
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Cada entrada cij é dita um cofator de A, e C é dita, então, a matriz dos

cofatores de A. Define-se a adjunta clássica de A como a matriz adjA = C∗,

isto é,

adjA = (dij)n×n , dij = (−1)i+j detAji .

Verifiquemos que

A(adjA) = (detA)I ∀A ∈ M(n). (4.16)

De fato, escrevendo-se B = A(adjA), tem-se, para todo i ∈ {1, . . . , n}, que

bii =
n∑

k=1

aikdki =
n∑

k=1

(−1)i+kaik detAik = detA. (4.17)

Agora, dados i, j ∈ {1, . . . , n}, em que i 6= j, seja A′ = (a′ij) ∈ M(n) a

matriz obtida de A substituindo-se sua j-ésima linha por sua i-ésima linha.

Assim, A′ terá duas linhas iguais e, portanto, detA′ = 0. Note também que

A′
jk = Ajk ∀k ∈ {1, . . . , n}. Dessa forma,

bij =
n∑

k=1

aikdkj =
n∑

k=1

(−1)j+kaik detAjk =
n∑

k=1

(−1)j+ka′jk detA
′
jk = detA′ = 0.

Combinando-se essa última igualdade com (4.17), obtém-se (4.16). Em

particular, se A for invert́ıvel, valerá a igualdade

A−1 =
1

detA
(adjA). (4.18)

Exemplo 4.7. Retomando-se a matriz

A =

1 −1 0

1 2 −3

2 0 1


do Exemplo 4.6, a qual verificamos ser invert́ıvel, pode-se obter facilmente sua

inversa por meio da fórmula (4.18). Com efeito, calculando-se os cofatores (cij)

de A através de (4.15), e lembrando-se que detA = 9, obtém-se

A−1 =
1

9

 2 1 3

−7 1 3

−4 −2 3

 .
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4.3.2 Determinação do Posto de uma Matriz

Dada uma matriz A ∈ M(m,n), dizemos que A′ ∈ M(p, q), em que p ≤
m, q ≤ n, é uma submatriz de A, quando é obtida desta por eliminação de

algumas de suas linhas ou colunas.

No que se segue, veremos como determinar o posto de uma matriz através

do cálculo do determinante de suas submatrizes quadradas.

Consideremos, por exemplo, a matriz

A =


1 2 3 4 5

0 1 5 1 0

0 0 1 4 3

0 0 0 0 0

 ,

cujo posto, claramente, é igual a 3. Observemos que, exluindo-se sua última

linha e suas duas últimas colunas, obtém-se a seguinte submatriz 3 × 3 de A:

A′ =

1 2 3

0 1 5

0 0 1

 ,

cujo determinante é igual a 1 6= 0 e que, portanto, é invert́ıvel. Em particular,

posto (A′) = 3. Note que a escolha da linha e das colunas exclúıdas foi deter-

minada pelo fato de o espaço linha de A ser gerado pelos três primeiros vetores

linha, e seu espaço coluna ser gerado pelos três primeiros vetores coluna.

De modo geral, se o posto de uma matriz não nula A ∈ M(m,n) for p,

teremos, pela Proposição 2.11, que dimLA = dimCA = p. Nessas condições,

excluindo-se, de A, m−p vetores linha e n−p vetores coluna, convenientemente

escolhidos, determina-se uma submatriz A′ ∈ M(p), cujo posto é p e que,

portanto, tem determinante não nulo.

Por fim, observemos que se A′ for uma submatriz de A e α′ for um sub-

conjunto LI do conjunto formado por seus vetores coluna, então o conjunto α,

formado pelos vetores coluna correspondentes de A, será também LI. Logo, o

posto de uma submatriz de A nunca é maior que o de A. Dessa forma, se o

posto de uma matriz A for igual a p, nenhuma submatriz quadrada de A, de

ordem maior que p, pode ter determinante não nulo.



112 Determinantes Cap. 4

Vale, portanto, o resultado seguinte.

Proposição 4.6. O posto de uma matriz A ∈ M(m,n) é o maior inteiro p

com a propriedade de que existe uma submatriz A′ ∈ M(p), de A, tal que

detA′ 6= 0.

Exemplo 4.8. O posto da matriz

A =

 1 −1

1 0

3 1


é 2 , pois, designando-se por A′ ∈ M(2) a submatriz de A obtida por exclusão

de sua terceira linha, tem-se detA′ = 1 6= 0 .

Exemplo 4.9. Considere a matriz quadrada

A =


1 4 −3 −1

1 7 −2 0

3 2 −1 5

0 1 5 5

 ,

e sua submatriz 3× 3,

A′ =

1 4 −3

1 7 −2

3 2 −1

 .

Calculando-se o determinante de ambas, obtém-se

detA = 0 e detA′ = 34.

Logo, postoA = 3.

4.3.3 Matrizes Diagonais por Blocos

Do ponto de vista operacional, as matrizes mais simples são as diagonais.

Por exemplo, dadas duas matrizes diagonais A,B ∈ M(n), tem-se que AB é
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também uma matriz diagonal, a qual é obtida multiplicando-se os elementos

correspondentes das diagonais de A e B, isto é,

AB =

 a11
. . .

ann


 b11

. . .

bnn

 =

 a11b11
. . .

annbnn

 ,

em que as entradas omitidas são todas nulas.

Nesse contexto, um outro fato relevante é o de que o determinante de uma

matriz diagonal é simplesmente o produto de suas entradas:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11

. . .

ann

∣∣∣∣∣∣∣ = a11 . . . ann .

Vejamos agora que essas propriedades se estendem às matrizes diagonias

por blocos. Com esse fim, comecemos considerando as matrizes

A =

 1 2 0

1 3 0

0 0 2

 e B =

 1 1 0

1 2 0

0 0 3

 ,

cujo produto é:

AB =

 3 5 0

4 7 0

0 0 6

 .

Observemos que, destacando-se os “blocos diagonais” de A e B, pode-se

efetuar esse produto “bloco a bloco”, como no caso das matrizes diagonais.

Mais precisamente, tem-se:

AB =


[
1 2

1 3

]
2



[
1 1

1 2

]
3

 =


[
1 2

1 3

] [
1 1

1 2

]
2.3

 =

[3 5

4 7

]
6

 ,

em que, como anteriormente, as entradas omitidas são todas nulas.
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Analogamente, para as matrizes

A =


1 −1 0 0

2 3 0 0

0 0 −3 1

0 0 2 2

 e B =


1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 −1

0 0 −1 2

 ,

tem-se

AB =


[
1 −1

2 3

]
[
−3 1

2 2

]


[
1 1

1 1

]
[

1 −1

−1 2

]


=


[
1 −1

2 3

] [
1 1

1 1

]
[
−3 1

2 2

] [
1 −1

−1 2

]


=


[
0 0

5 5

]
[
−4 5

0 2

]
 ,

isto é,

AB =


0 0 0 0

5 5 0 0

0 0 −4 5

0 0 0 2

 .

Mais geralmente, suponhamos que A ∈ M(n) seja tal que

A =

 A1

. . .

Ak

 ,
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em que, para cada i = 1, . . . , k, Ai é uma submatriz quadrada de A de ordem

ni , 1 ≤ ni < n, cuja diagonal é parte da diagonal de A. Além disso,

n1 + · · ·+ nk = n.

Nessas condições, diremos que cada submatriz Ai é um bloco diagonal de ordem

ni de A, e que A é uma matriz diagonal por blocos .

Consideremos agora uma matriz diagonal por blocos

B =

 B1

. . .

Bk

 ,

e suponhamos que A e B sejam do mesmo tipo, isto é, para todo i = 1, . . . , n,

Ai e Bi têm a mesma ordem ni . Nesse caso, segue-se diretamente da definição

de produto de matrizes que AB é diagonal por blocos, e que cada um de seus

blocos é o produto dos blocos correspondentes de A e B, isto é,

AB =

 A1

. . .

Ak


 B1

. . .

Bk

 =

 A1B1

. . .

AkBk

 .

Em particular, para todo m ∈ N, tem-se

Am =

 Am
1

. . .

Am
k

 .

Provemos, agora, a seguinte igualdade:

det

 A1

. . .

Ak

 = detA1 . . . detAk . (4.19)

Suponhamos, inicialmente, que Ai = Ii ∀i = 2, . . . , k, em que Ii é a matriz

identidade de ordem ni . Nesse caso, denotando-se os n1 primeiros vetores

coluna de A por v1 , . . . , vn1 , temos que

A = [v1 . . . vn1 en1+1 . . . en].
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Observemos que os vetores v1 , . . . , vn1 têm suas últimas n−n1 coordenadas

nulas. Logo, eles podem ser identificados com os vetores coluna de A1 . Tendo

isso em mente, defina:

D(v1 , . . . , vn1) = det[v1 . . . vn1 en1+1 . . . en].

Segue-se das propriedades do determinante que D, vista como função de

v1 , . . . , vn1 , é n1-linear, alternada, e vale 1 na matriz identidade I1 . Logo, D

é a função determinante de M(n1), isto é,

detA1 = D(v1 , . . . , vn1) = det


A1

I2
. . .

Ik

 .

Analogamente, mostra-se que:

det



I1
I2

. . .

Ii−1

Ai

Ii+1

. . .

Ik


= detAi ∀i = 1, . . . k.

Por fim, escrevendo-se A como um produto de matrizes como essa última,
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isto é,

A =


A1

A2

. . .

Ak



=


A1

I2
. . .

Ik




I1
A2

. . .

Ik

 · · ·


I1

I2
. . .

Ak

 ,

e aplicando-se a propriedade fundamental dos determinantes, obtém-se

detA = detA1 . . . detAk ,

como desejávamos provar.

No que concerne a determinantes de matrizes definidas por blocos, tem-se

ainda o seguinte resultado (veja, também, o Exerćıcio 21).

Proposição 4.7. Sejam A, B e C matrizes de M(n), sendo C invert́ıvel, e

M ∈ M(2n) a matriz definida por blocos como

M =

[
A B

0 C

]
,

em que 0 é a matriz nula de M(n). Nessas condições, vale a seguinte igualdade:

detM = det(AC).

Demonstração. Consideremos, inicialmente, o caso em que C = I. Com essa

hipótese, definamos a seguinte função em M(n) :

D(X) = det

[
X B

0 I

]
, X ∈ M(n).
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Note que, se vj = (x1, . . . , xn) é o j-ésimo vetor coluna de X, o j-ésimo vetor

coluna da matriz na igualdade acima é (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . , 0). Dáı, conclui-se

facilmente que D é n-linear e alternada. Ademais, uma vez que a matriz[
I B

0 I

]
é triangular superior e as entradas de sua diagonal são todas iguais a 1, temos

que D(I) = 1 (vide Exerćıcio 2).

Desta forma, D é a função determinante de M(n), donde se obtém

det

[
A B

0 I

]
= detA.

Suponhamos agora que C seja uma matriz invert́ıvel qualquer. Nesse caso,

podemos reduzir para o caso em que C = I através da seguinte igualdade:[
A B

0 C

]
=

[
A BC−1

0 I

] [
I 0

0 C

]
.

Com efeito, tomando-se, nessa igualdade, o determinante em ambos os mem-

bros, e aplicando-se a Propriedade Fundamental ao produto no segundo mem-

bro, obtém-se detM = detA detC = det(AC). ■

4.4 Critério de Sylvester (∗)
Concluindo este caṕıtulo, aplicaremos o Teorema 4.3 para estabelecer um

elegante resultado sobre fatoração de polinômios, devido a James Sylvester

(1814–1897), o qual envolve determinantes(i).

Dados dois polinômios f, g ∈ P [t,R], em que

f(t) = amt
m + · · ·+ a1t+ a0 e g(t) = bnt

n + · · ·+ b1t+ b0 , am , bn 6= 0,

(i)Vide: H. Scala, An application of determinants. American Mathemaical Monthly 78

(1971) 889–890.
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associamos aos mesmos uma matriz (m+n)×(m+n), dita amatriz de Sylvester

do par (f, g), a qual se define como

S(f, g) =



am · · · a0
. . . . . .

am · · · a0
bn · · · b0

. . . . . .

bn · · · b0



n linhas

m linhas

.

Na matriz S(f, g), em cada linha, as entradas não especificadas são todas

iguais a zero, enquanto as especificadas, como indicado, são os coeficientes de

f (n primeiras linhas) ou de g (m últimas linhas). Note que, escrevendo-se

S(f, g) = (sij), os coeficientes de f e g são dispostos ao longo das linhas de

S(f, g) de modo que, se sij = ak (respec., sij = bk), então s(i+1)(j+1) = ak
(respec., s(i+1)(j+1) = bk) , 1 ≤ i, j < m+ n

Por fim, relembremos que todo polinômio f ∈ P [t,R] admite uma fatoração

única, a menos da ordem dos fatores, do tipo

f = f1 . . . fk ,

em que cada fator fi é um polinômio irredut́ıvel (isto é, que não admite fato-

ração em P [t,R]) de grau 1 ou 2. Nesse contexto, diz-se que f, g ∈ P [t,R] têm
um fator comum, se um dos fatores de f for igual a um dos fatores de g.

Teorema 4.4 (Critério de Sylvester). Dois polinômios f, g ∈ P [t,R] têm um

fator comum se, e somente se, detS(f, g) = 0.

Demonstração. Consideremos a seguinte matriz (m+ n)× (m+ n),

A =


tn+m−1 0 0 · · · 0 0

tn+m−2 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

t 0 0 · · · 1 0

1 0 0 · · · 0 1

 ,
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e observemos que detA = tn+m−1. Além disso, pondo-se S = S(f, g), tem-se

SA =



tn−1f(t) am−1 am−2 · · · 0

tn−2f(t) am am−1 · · · 0
...

...
...

...

f(t) · · · · · · a0
tn−1g(t) bm−1 bm−2 · · · 0

tn−2g(t) bm bm−1 · · · 0
...

...
...

...

g(t) · · · · · · b0


.

Logo, considerando-se o desenvolvimento de Laplace de SA relativo à sua

primeira coluna, obtém-se

det(SA) = p(t)f(t) + q(t)g(t),

em que p , q ∈ P [t,R] são polinômios cujos graus não excedem n− 1 e m− 1,

respectivamente. Porém, pelo Teorema 4.3, det(SA) = det(S) detA, donde

tn+m−1 detS = p(t)f(t) + q(t)g(t). (4.20)

Assim, se detS = 0, teremos p(t)f(t) = −q(t)g(t) e, então, pf e −qg terão

os mesmos fatores. Em particular, todos os fatores de f dividirão q ou g.

Porém, o grau de f é maior que o de q. Logo, algum fator de f não dividirá q

e, portanto, dividirá g, isto é, f e g terão um fator comum.

Suponhamos agora que f e g tenham um fator comum r. Nesse caso, segue-

se de (4.20) que tn+m−1 detS = λ(t)r(t), em que λ ∈ P [t,R]. Se λ for o

polinômio nulo, então det S = 0. Caso contrário, devemos ter r(t) = ctk, em

que k = 1 ou k = 2, e c 6= 0. Em particular, sendo r um fator de f e de g,

tem-se a0 = b0 = 0, o que nos dá, igualmente, det S = 0. ■

Aplicando-se o critério de Sylvester aos polinômios

f(t) = t3 − 2t2 + 3t− 2 e g(t) = 2t2 − t− 1,
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conclui-se que os mesmos têm um fator comum, pois sua matriz de Sylvester,

S(f, g) =


1 −2 3 −2 0

0 1 −2 3 −2

2 −1 −1 0 0

0 2 −1 −1 0

0 0 2 −1 −1

 ,

tem determinante nulo (verifique!).

Exerćıcios

Seções 4.1 e 4.2

1. Exiba matrizes A,B ∈ M(2), tais que

detA = det(A+ I) e detB = det(B − I).

Prove que não existe uma matriz A ∈ M(2), tal que

detA = det(A+ I) = det(A− I).

2. Prove que o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto

das entradas de sua diagonal.

3. Seja A uma matriz n × n com mais de n2 − n entradas nulas. Mostre

que detA = 0.

4. Suponha que A ∈ M(n) seja uma matriz antissimétrica, isto é, A∗ =

−A. Prove que detA = 0, se n for ı́mpar.

5. Proceda como no Exemplo 4.3 e calcule o determinante da matriz

A =


2 −2 0 0

2 1 1 3

0 1 −1 1

3 2 −2 0

 .
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6. Seja A = (aij) ∈ M(n) uma matriz quadrada cujas entradas aij são

números inteiros. Suponha que a soma das entradas de cada linha de A

seja igual a k ∈ Z, isto é,

n∑
j=1

aij = k ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Prove que, nessas condições, k divide detA.

7. Aplique a Proposição 4.4 e o Prinćıpio da Indução para mostrar que,

para toda matriz A ∈ M(n), existe uma matriz triangular B ∈ M(n), a

qual satisfaz | detA| = | detB|.

8. Seja A = (aij) ∈ M(3) uma matriz simétrica, tal que aii = 1 ∀i ∈
{1, 2, 3} e |aij| ≤ 1 ∀i 6= j ∈ {1, 2, 3}. Mostre que detA ≤ 1.

9. Proceda como no Exemplo 4.4 e prove, usando o Prinćıpio da Indução,

que a matriz de Vandermonde de ordem n ≥ 2,

A =


1 1 1 · · · 1

a1 a2 a3 · · · an
a21 a22 a23 · · · a2n
...

...
...

...

an−1
1 an−1

2 an−1
3 · · · an−1

n

 ,

satisfaz

detA =
∏
i>j

(ai − aj), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Seção 4.3

10. Seja T : Rn → Rn um operador linear. Mostre que, para quaisquer

vetores v1, . . . , vn ∈ Rn, vale a igualdade:

det(T (v1), . . . , T (vn)) = det(T (e1), . . . , T (en)) det(v1, . . . , vn).

11. Diz-se que uma matriz A ∈ M(n) é ortogonal , quando AA∗ = I. Prove

que o determinante de uma matriz ortogonal é sempre 1 ou −1.
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12. Mostre que, quaisquer que sejam a, b, c, θ ∈ R, as matrizes

A =

[
cos θ −sen θ

sen θ cos θ

]
e B =

[
a b

0 c

]
não são semelhantes, a menos que se tenha A = B = I ou A = B = −I.

13. Sejam A, B ∈ M(n) matrizes linha equivalentes. Mostre que detA = 0

se, e somente se, detB = 0. Se detA 6= 0, sob que condições teremos

detA = detB?

14. Dada uma matriz A ∈ M(n), verifique que (Aij)
∗ = A∗

ji , e prove que

adjA∗ = (adjA)∗.

15. Sejam A,B ∈ M(n) matrizes invert́ıveis. Prove que:

a) adj (AB) = (adjB)(adjA);

b) (adjA)B = B(adjA), se AB = BA.

16. (Regra de Cramer) Seja A ∼= (v1 , . . . , vn) ∈ M(n) uma matriz invert́ı-

vel. Dado b ∈ Rn, mostre que a (única) solução do sistema AX = B,

M(n, 1) 3 B ∼= b, é X ∼= (x1, . . . , xn), tal que

xj =
detAj

detA
, Aj

∼= (v1 , . . . , vj−1 , b, vj+1 , . . . , vn).

17. Dada uma matriz M ∈ M(n), defina T : M(n) → M(n) por

T (X) = MX −XM.

Prove que T é linear e que det T = 0.

18. Dadas as matrizes

A =

[
1 2

−1 3

]
e B =

[
2 0

1 4

]
,

calcule o determinante do operador T : M(n) → M(n) definido por

T (X) = AXB.
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19. Seja A ∼= (v1 , . . . , vn) ∈ M(n), n > 1, tal que, para quaisquer vetores

w1 , . . . , wn ∈ Rn, tenha-se

n∑
j=1

det(v1 , v2 , . . . , vj−1 , wj , vj+1 , . . . , vn) = 0.

Prove que o posto de A é menor que n− 1.

20. Suponha que A ∈ M(n) seja uma matriz invert́ıvel. Prove que, para

toda matriz B ∈ M(n), vale a igualdade

det(I + AB) = det(I +BA).

21. Sejam A, B, C e D matrizes de M(n), sendo D invert́ıvel, e M ∈ M(2n)

a matriz definida por blocos como

M =

[
A B

C D

]
.

Suponha que C e D comutem, e prove que

detM = det(AD − BC).

Para tanto, escolha convenientemente uma matriz X ∈ M(n), e aplique

a Proposição 4.7 ao produto[
A B

C D

] [
I 0

X I

]
.
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Produto Interno

Uma caracteŕıstica fundamental dos espaços vetoriais é a de admitir estru-

turas geométricas. Dito de outra forma, em todo espaço vetorial podem ser

introduzidas as noções de distância e ângulo entre vetores, as quais generali-

zam aquelas da Geometria Euclidiana. Isso é feito através de uma função com

propriedades especiais, denominada produto interno.

Assim, um produto interno é um acessório que, agregado a um espaço ve-

torial, enriquece sua estrutura, tornando-o um objeto matemático de grande

interesse. Por exemplo, a geometria de uma superf́ıcie de R3, tal como uma

esfera, um cilindro ou uma quádrica, é totalmente determinada pelo produto

interno que se associa a cada um de seus planos tangentes, os quais são subes-

paços vetoriais de R3. Teorias mais avançadas, como Geometria Riemanniana

(sobre a qual se apoia a Teoria da Relatividade), valem-se de ideias análogas.

Em suma, parafraseando o célebre astrônomo Johannes Kepler, que afirmava:

“onde há matéria, há Geometria!”; declaramos: onde há Geometria, há produto

interno!

No que se segue, discutiremos sobre o conceito de produto interno em es-

paços vetoriais, e de seu consequente, o de ortogonalidade. Como motivação,

iniciaremos mostrando que a Geometria Euclidiana Plana é determinada por

um produto interno, dito o produto escalar. Concluiremos, então, introduzindo

a noção de volume (de paraleleṕıpedos) em espaços euclidianos.

125
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5.1 Geometria Plana e Produto Escalar

Consideremos, no plano R2, as noções de comprimento e ângulo da Geome-

tria Euclidiana, as quais, como sabemos, relacionam-se através das lendárias

igualdades trigonométricas em triângulos retângulos. Do ponto de vista da

Álgebra Linear, o fato notável, o qual fundamenta a teoria que discutiremos

nas próximas seções deste caṕıtulo, é que essas noções e, portanto, toda a

Geometria Euclidiana Plana, são determinadas por uma única função, dita o

produto escalar. Vejamos, então, como isto se dá.

O produto escalar 〈v, w〉 entre os vetores v = (x1, x2) e w = (y1, y2) em R2

define-se através da expressão

〈v, w〉 = x1y1 + x2y2 .

Representando-se vetores em R2 como segmentos de reta orientados e com

origem em 0 = (0, 0), segue-se diretamente do Teorema de Pitágoras que o

comprimento de um vetor v = (x1, x2) ∈ R2, o qual chamamos norma de v e

denotamos por ‖v‖, expressa-se como

‖v‖ =
√

x2
1 + x2

2 .

Igualmente, se w = (y1, y2), o comprimento do segmento de reta determi-

nado pelas extremidades de v e w, dito a distância entre v e w e denotado por

dist (v, w), satisfaz (vide Fig. 5.1):

dist (v, w) = ‖v − w‖ =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 .

Observemos que, para qualquer vetor v = (x1, x2) ∈ R2, tem-se

‖v‖ =
√

〈v, v〉.

Em particular, vale a igualdade

dist (v, w) =
√

〈v − w, v − w〉.

Consequentemente, em R2, distância (ou comprimento) é um conceito que

se exprime completamente através do produto escalar. Vejamos que o mesmo
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acontece com o conceito de ângulo. Mais precisamente, verifiquemos que o

ângulo θ entre dois vetores LI, v = (x1, x2) e w = (y1, y2), satisfaz

cos θ =
〈v, w〉
‖v‖ ‖w‖

· (5.1)

Em particular, v e w são ortogonais (isto é, perpendiculares entre si) se, e

somente se, 〈v, w〉 = 0.

Para obtermos (5.1), designemos por θv e θw os ângulos (orientados no

sentido anti-horário) entre o eixo x1, das abscissas, e os vetores v e w, respec-

tivamente. Assim, admitindo-se θv > θw, tem-se que θ satisfaz θ = θv − θw ,

donde cos θ = cos θv cos θw + sen θv sen θw . Logo (vide Figura 5.1),

cos θ =
x1

‖v‖
y1
‖w‖

+
x2

‖v‖
y2
‖w‖

=
〈v, w〉
‖v‖ ‖w‖

·

x1

x2

θv
θw

v

w

y1

y2

dist(v, w) = ‖v − w‖

‖v‖

Figura 5.1

Segue-se das considerações acima que o produto escalar, de fato, determina

a Geometria Eucliana Plana, no sentido de que os conceitos de comprimento
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e ângulo podem ser introduzidos a partir daquele. Na próxima seção, veremos

que o produto escalar é um caso particular de uma classe de funções definidas

em espaços vetoriais, chamadas de produtos internos. Tais funções, conforme

constataremos, generalizam o produto escalar e, analogamente, definem geo-

metrias nos espaços vetoriais em que estão definidas.

5.2 Espaços Vetoriais com Produto Interno

Seja V um espaço vetorial. Uma função 〈 , 〉 : V ×V → R é dita um produto

interno em V, quando é bilinear, simétrica e positiva definida. Nessa ordem,

essas propriedades significam que, para quaisquer u, v, w ∈ V e λ ∈ R, tem-se:

� 〈u+ λv, w〉 = 〈u,w〉+ λ〈v, w〉 e 〈u, v + λw〉 = 〈u, v〉+ λ〈u,w〉;

� 〈v, w〉 = 〈w, v〉;

� 〈v, v〉 ≥ 0, ocorrendo a igualdade se, e só se, v = 0.

Um espaço vetorial V munido de um produto interno 〈 , 〉 será denotado

pelo par (V, 〈 , 〉).

Exemplo 5.1 (PRODUTO INTERNO CANÔNICO DE Rn). Sejam v = (x1, . . . , xn) e

w = (y1 , . . . , yn) vetores de Rn. Verifica-se facilmente que o produto escalar

〈v, w〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn

define em Rn um produto interno, dito canônico.

Advertimos que, sempre que considerado, o espaço Rn estará implicita-

mente munido de seu produto interno canônico, salvo menção em contrário.

Exemplo 5.2. Dadas matrizes A,B ∈ M(m,n), observemos que o produto

A∗B é uma matriz quadrada de ordem n. Logo, a função

〈A,B〉 = traço (A∗B)
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está bem definida. Além disso, dadas matrizes A,B,C ∈ M(m,n), e λ ∈ R,
segue-se das propriedades operatórias das matrizes que

(A+ λB)∗C = (A∗ + λB∗)C = A∗C + λB∗C.

Logo (vide Exerćıcio 14 – Cap. 1),

〈A+ λB,C〉 = traço (A∗C + λB∗C)

= traço (A∗C) + λ traço (B∗C) = 〈A,C〉+ λ〈B,C〉.

Analogamente, verifica-se que 〈A,B+λC〉 = 〈A,B〉+λ〈A,C〉, donde se conclui
que 〈 , 〉 é bilinear. Ademais,

〈A,B〉 = traço (A∗B) = traço (A∗B)∗ = traço (B∗A) = 〈B,A〉,

isto é, 〈 , 〉 é também simétrica.

Por fim, verifiquemos que 〈 , 〉 é positiva definida. Para tanto, escrevamos

A = (aij) e observemos que, nesse caso,

〈A,A〉 = traço (A∗A) =
n∑

j=1

m∑
i=1

a2ij ,

donde se infere que 〈A,A〉 > 0, a menos que a matriz A seja nula. Portanto,

〈 , 〉 é positiva definida e, consequentemente, 〈 , 〉 é um produto interno em

M(m,n).

Tomemos, por exemplo, as seguintes matrizes em M(3, 2):

A =

 1 2

−1 0

4 1

 e B =

 3 −2

0 1

−2 0

 .

Nesse caso, temos que

〈A,B〉 = traço (A∗B) = traço

[
−5 −3

4 −4

]
= −9.
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Observação 5.1. Vale a lei do corte para o produto interno. Mais precisamente,

dados vetores u, v ∈ (V, 〈 , 〉), tem-se

〈u,w〉 = 〈v, w〉 ∀w ∈ V ⇒ u = v.

Com efeito, nessas condições, tem-se 〈u − v, w〉 = 0 para todo w ∈ V. Assim,

fazendo-se w = u− v, tem-se 〈u− v, u− v〉 = 0, donde u− v = 0, isto é, u = v.

Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno 〈 , 〉. A norma

de um vetor v ∈ V determinada por 〈 , 〉 é o número real ‖v‖ definido por

‖v‖ =
√

〈v, v〉. (5.2)

A partir da norma, definimos a distância entre dois vetores v, w ∈ V por

dist (v, w) = ‖v − w‖. (5.3)

Observemos que, no espaço Rn (munido do produto interno canônico), a

distância entre dois vetores v = (x1, . . . , xn) e w = (y1, . . . , yn) corresponde à

distância euclidiana usual em Rn, isto é,

dist ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Assim, os vetores v = (1,−1, 2) e w = (2, 0,−1) de R3 têm normas ‖v‖ =√
6 e ‖w‖ =

√
5, e a distância entre os mesmos é

dist (v, w) = ‖v − w‖ = ‖(−1,−1, 3)‖ =
√
11.

Exemplo 5.3. Sejam A,B ∈ M(3, 2) as matrizes do Exemplo 5.2. Temos que

‖A‖2 = 〈A,A〉 = traço (A∗A) = traço

[
18 6

6 5

]
= 23,

donde ‖A‖ =
√
23. Analogamente, obtém-se ‖B‖ =

√
18.

A relação fundamental entre o produto interno e a norma por ele defi-

nida expressa-se através da célebre Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a qual

estabeleceremos a seguir.
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Teorema 5.1 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ). Seja V um espaço vetorial

munido de um produto interno 〈 , 〉. Então,

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖‖w‖ ∀v, w ∈ V, (5.4)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, v e w são múltiplos um do outro.

Demonstração. O resultado é imediato quando v ou w é o vetor nulo. Supo-

nhamos, então, que v e w sejam ambos não nulos e definamos a função:

f(t) = 〈v − tw, v − tw〉, t ∈ R.

Temos que f(t) ≥ 0 ∀t ∈ R, e que f(t) = 0 para algum t ∈ R se, e

somente se, v = tw, pois o produto interno é positivo definido. Além disso,

pela bilinearidade do produto interno,

f(t) = ‖v‖2 − 2〈v, w〉t+ ‖w‖2t2,

isto é, f é uma função quadrática não negativa de variável t. Em particular, o

discriminante de f é não positivo. Logo,

4〈v, w〉2 − 4‖v‖2‖w‖2 ≤ 0,

o que implica (5.4). Temos também que o discriminante de f é nulo se, e

somente se, f possui um único zero, donde se infere que ocorre a igualdade em

(5.4) se, e somente se, v = tw para algum t ∈ R. ■

A desigualdade de Cauchy-Schwarz tem inúmeras consequências. A pri-

meira que destacaremos é a prova do cumprimento da desigualdade triangular

por normas advindas de produtos internos, conforme a proposição seguinte.

Proposição 5.1 (PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DA NORMA). A norma ‖ ‖ advinda

de um produto interno 〈 , 〉 de um espaço vetorial V tem as seguintes proprie-

dades, as quais são válidas para quaiquer v, w ∈ V e λ ∈ R:

i) ‖v‖ ≥ 0 e ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0 (positividade);

ii) ‖λv‖ = |λ|‖v‖ (homogeneidade);
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iii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (desigualdade triangular).

Demonstração. As propriedades (i) e (ii) decorrem imediatamente da definição

de norma e da positividade e bilinearidade do produto interno. Já a desigual-

dade triangular, ela decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. De fato,

dados vetores v, w ∈ V, temos ‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉. Logo,

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2 ≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖w‖+ ‖w‖2 = (‖v‖+ ‖w‖)2,

donde se obtém (iii). ■

A desigualdade de Cauchy-Schwarz também nos permite introduzir a noção

de ângulo entre vetores em qualquer espaço vetorial V munido de um produto

interno 〈 , 〉. Mais precisamente, dados vetores não nulos v, w ∈ V, definimos o

ângulo ∢(v, w) ∈ [0, π] entre v e w por (compare com (5.1)):

∢(v, w) := arccos
〈v, w〉
‖v‖ ‖w‖

· (5.5)

Note que, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

−1 ≤ 〈v, w〉
‖v‖ ‖w‖

≤ 1,

de modo que ∢(v, w) está bem definido.

Calculemos o ângulo entre os vetores v = (1,−1, 2) e w = (2, 0,−1) de R3,

considerados acima. Temos que,

∢(v, w) = arccos
〈v, w〉
‖v‖ ‖w‖

= arccos
0

‖
√
6‖ ‖

√
5‖

= 0,

isto é, ∢(v, w) = π/2.

Exemplo 5.4. Tomemos, uma vez mais, as matrizes A e B do Exemplo 5.2.

Considerando-se também os resultados do Exemplo 5.3, temos que

∢(A,B) = arccos
〈A,B〉
‖A‖ ‖B‖

= arccos
−9√
23
√
10

≈ 7π

10
·
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser aplicada para se obter desi-

gualdades numéricas não triviais, conforme ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 5.5. Verifiquemos que, para quaisquer reais a, b ≥ 1, tem-se

√
a2 − 1 +

√
b2 − 1 ≤ ab.

Com efeito, tomando-se em R2 o produto interno canônico e aplicando-se a de-

sigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores v = (
√
a2 − 1, 1) e w = (1,

√
b2 − 1),

obtém-se √
a2 − 1 +

√
b2 − 1 = 〈v, w〉 ≤ ‖v‖‖w‖ = ab.

5.3 Ortogonalidade

Em Geometria Euclidiana Plana, o conceito de ortogonalidade está envol-

vido em vários resultados fundamentais dessa teoria; notadamente, no Teorema

de Pitágoras. Considerando-se (5.5), este conceito se estende naturalmente ao

contexto dos espaços vetoriais, conforme a definição seguinte.

Definição 5.1 (ORTOGONALIDADE). Seja (V, 〈 , 〉) um espaço vetorial com produto

interno 〈 , 〉. Dizemos que v, w ∈ V são ortogonais , quando 〈v, w〉 = 0.

Dados vetores v, w ∈ (V, 〈 , 〉), tem-se

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2.

Vale, portanto, o seguinte resultado.

Teorema 5.2 (TEOREMA DE PITÁGORAS E SEU RECÍPROCO). Dois vetores v, w de um

espaço (V, 〈 , 〉) são ortogonais se, e somente se, cumprem a igualdade

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.

Note que a parte “somente se” do teorema acima constitui uma versão do

Teorema de Pitágoras para espaços vetoriais, já que, em R2, quando v e w são

ortogonais, v, w, e v + w são os lados (ou vértices, se vistos como pontos) de

um triângulo retângulo.
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Definição 5.2 (ORTOGONALIDADE DE CONJUNTOS). Um subconjunto de (V, 〈 , 〉)
é dito ortogonal , quando seus elementos são, dois a dois, ortogonais. Um

subconjunto ortogonal cujos vetores são todos unitários (isto é, de norma 1) é

dito ortonormal .

Vejamos, na proposição seguinte, que todo conjunto ortogonal e finito de

vetores não nulos é LI.

Proposição 5.2 (INDEPENDÊNCIA LINEAR DE VETORES ORTOGONAIS). Sejam (V, 〈 , 〉)
um espaço vetorial com produto interno e

C = {v1, . . . , vk} ⊂ V, vi 6= 0 ∀i = 1, . . . , k,

um subconjunto ortogonal de vetores não nulos de V. Então, C é LI.

Demonstração. Consideremos uma combinação linear nula de v1, . . . , vk,

λ1v1 + · · ·+ λivi + · · ·+ λkvk = 0.

Para um dado i ∈ {1, . . . , k}, tomando-se o produto interno por vi em ambos

os membros dessa igualdade, obtém-se λi〈vi, vi〉 = 0, o que nos dá λi = 0, já

que vi 6= 0. Logo, C é LI. ■

No que se segue, através de um bem conhecido método denominado orto-

gonalização de Gram-Schmidt, mostraremos que todo espaço vetorial (V, 〈 , 〉)
de dimensão finita admite uma base ortonormal. O fundamento desse método

é o conceito de projeção ortogonal, que ora introduzimos.

Definição 5.3 (PROJEÇÃO ORTOGONAL). Dados v, w ∈ (V, 〈 , 〉), w 6= 0, o vetor

Pw(v) =
〈v, w〉
〈w,w〉

w

denomina-se a projeção ortogonal de v sobre (o espaço gerado por) w.

O motivo da nomenclatura, na definição acima, reside no fato de o vetor

v − Pw(v) ser ortogonal a w (vide Fig. 5.2). Com efeito,

〈v − Pw(v), w〉 = 〈v, w〉 − 〈Pw(v), w〉 = 〈v, w〉 − 〈v, w〉
〈w,w〉

〈w,w〉 = 0.
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Acrescentamos, ainda, que a sentença entre parênteses deve-se à igualdade

Pλw(v) = Pw(v) ∀λ 6= 0,

a qual é de verificação imediata.

v

w.

0
•

Pw(v).

v − Pw(v)

Figura 5.2: Projeção de v sobre ger {w}.

Observemos que, nas condições do parágrafo anterior, se v e w forem LI,

então {v − Pv(w), w} será uma base ortogonal do subespaço ger {v, w} ⊂ V.

Nesse caso, multiplicando-se cada um desses vetores pelos inversos de suas

respectivas normas, obtém-se uma base ortonormal B de ger {v, w}. Em suma,

a partir da base {v, w} de ger {v, w}, obtivemos uma base ortogonal desse

subespaço substituindo-se o vetor v por v−Pw(v). Em seguida,“normalizamos”

essa base ortogonal a fim de obter a base ortonormal B. Esse processo constitui
a ortogonalização de Gram-Schmidt para subespaços bidimensionais.

Exemplo 5.6. Consideremos, em R3, os vetores v = (1, 0,−1) e w = (1, 1, 0),

e apliquemos ortogonalização de Gram-Schmidt a fim de obtermos uma base

ortonormal de ger {v, w}. Temos que 〈v, w〉/〈w,w〉 = 1/2, donde

Pw(v) =
〈v, w〉
〈w,w〉

w = (1/2, 1/2, 0)
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e, portanto, v − Pw(v) = (1/2,−1/2,−1). Logo, {(1/2,−1/2,−1), (1, 1, 0)} é

uma base ortogonal de ger {v, w}. Normalizando-a, obtemos a base ortonormal

B = {(
√
6/6,−

√
6/6,−

√
2/
√
3), (

√
2/2,

√
2/2, 0)}.

Procedendo-se indutivamente, podemos aplicar ortogonalização de Gram-

Schmidt a um conjunto arbitrário de vetores LI em (V, 〈 , 〉). Em particular, a

uma base. Para constatarmos isso, basta observarmos que, se {v1 , . . . , vk−1}
é uma base ortogonal de um subespaço W, de V, e v é um vetor de V, tal que

v 6∈ W, então o vetor

wk = λ1v1 + · · ·+ λk−1vk−1, λi =
〈vi, v〉
〈vi, vi〉

,

satisfaz a igualdade (verifique!)

〈v − wk, vi〉 = 0 ∀i ∈ 1, . . . , k − 1.

Logo, {v1, . . . , vk−1, v−wk} é uma base ortogonal do subespaço de V, o qual é

gerado por esses vetores.

Das considerações acima, segue-se o seguinte resultado.

Proposição 5.3 (ORTOGONALIZAÇÃO DE GRAM-SCHMIDT). Seja {v1, . . . , vn} uma

base de um espaço vetorial (V, 〈 , 〉). Então, o conjunto {v′1 , . . . , v′n} ⊂ V defi-

nido pelas relações de recorrência:

v′1 = v1

v′i+1 = vi+1 −
i∑

k=1

〈vk+1, v
′
k〉

〈v′k, v′k〉
v′k , i ∈ {1, . . . , n− 1},

constitui uma base ortogonal de V. Em particular, o conjunto

B =

{
v′1

‖v′1‖
, . . . ,

v′n
‖v′n‖

}
⊂ V

é uma base ortonormal de V.
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Seja B = {u1 , . . . , un} uma base ortonormal de (V, 〈 , 〉). Dados vetores

v = (x1 , . . . , xn)B , w = (y1 , . . . , yn)B ∈ V, temos que

〈v, w〉 = 〈x1u1 + · · ·+ xnun , y1u1 + · · ·+ ynun〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn,

isto é, em coordenadas com respeito a uma base ortonormal, o produto interno

em (V, 〈 , 〉) expressa-se como o produto interno canônico de Rn. Deste simples

fato, segue-se que todo funcional linear f ∈ L (V,R) exprime-se como um

produto interno por um vetor fixo, conforme o teorema seguinte.

Teorema de Riesz. Seja (V, 〈 , 〉) um espaço vetorial de dimensão finita munido

de um produto interno 〈 , 〉. Então, para todo funcional linear f ∈ L (V,R),
existe um único vetor a ∈ V, tal que

f(v) = 〈a, v〉 ∀v ∈ V.

Demonstração. Tome uma base ortonormal B = {u1 , . . . , un}, de V, e defina

o vetor a = f(u1)u1+ · · ·+ f(un)un. Dado v = x1u1+ · · ·+xnun ∈ V, segue-se

da linearidade de f que

f(v) = x1f(u1) + · · ·+ xnf(un) = 〈a, v〉.

Suponhamos, agora, que exista b ∈ V, tal que f(v) = 〈b, v〉 ∀v ∈ V. Nesse

caso, para todo v ∈ V, teremos 〈a, v〉 = 〈b, v〉. Logo, pela lei do corte, a = b. ■

A fim de estender o conceito de projeção ortogonal, tomemos um vetor

v ∈ (V, 〈 , 〉) e um subespaço não trivial W ⊂ V. Verifiquemos, então, que

existe um único vetor w ∈ W, tal que v − w é ortogonal a todos os vetores do

subespaço W.

Para tanto, valendo-nos da Proposição 5.3, fixemos uma base ortonormal

{u1, . . . , uk} de W. Definindo-se, então,

w =
k∑

i=1

〈v, ui〉ui , (5.6)

verifica-se facilmente que 〈v − w, ui〉 = 0 para todo i = 1, . . . , k. Logo, pela

bilinearidade do produto interno, temos que v−w é ortogonal a todos os vetores

de W.
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Suponhamos agora que exista um vetor w′ ∈ W , tal que v−w′ seja ortogonal

a todos os vetores de W. Nesse caso, escrevendo-se w′ = λ1u1 + · · · + λkuk,

para cada i = 1, . . . , k, tem-se

0 = 〈v − w′, ui〉 = 〈v, ui〉 − 〈w′, ui〉 = 〈v, ui〉 − λi ,

donde λi = 〈v, ui〉 e, portanto, w′ = w.

O vetor w em (5.6) é dito a projeção ortogonal de v sobre W , e é denotado

por PW (v). Dessa forma, fica definida a aplicação projeção ortogonal de V em

W , PW : V → W, dada por

PW (v) = 〈v, u1〉u1 + · · ·+ 〈v, uk〉uk , v ∈ V.

Note que, pela bilinearidade do produto interno, PW é linear! Além disso,

essa aplicação tem as seguintes propriedades, cuja verificação deixamos a cargo

do leitor (vide Exerćıcio 14).

� PW ◦ PW = PW (idempotência);

� 〈PW (v), v′〉 = 〈v, PW (v′)〉 ∀v, v′ ∈ V (simetria);

� 〈PW (v), v〉 ≥ 0 ∀v ∈ V (positividade);

� ‖PW (v)‖ ≤ ‖v‖ ∀v ∈ V e ‖PW (v)‖ = ‖v‖ ⇔ v ∈ V (semi-contratilidade).

Exemplo 5.7. Consideremos o plano W ⊂ R3 de equação x − y − z = 0,

e determinemos a projeção ortogonal de v = (1, 2, 3) sobre W. Claramente,

B = {(1, 0, 1), (0,−1, 1)} é uma base deW, a qual não é ortonormal. Fazendo-se

v1 = (1, 0, 1), v2 = (0,−1, 1) e aplicando-se ortogonalização de Gram-Schmidt,

tem-se que B′ = {v′1, v′2} é uma base ortogonal de W, em que

v′1 = v1 e v′2 = v2 −
〈v′1, v2〉
〈v′1, v′1〉

v′1.

Efetuando-se os cálculos, obtém-se

v′1 = (1, 0, 1) e v′2 = (−1/2,−1, 1/2).
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Dáı, fazendo-se u1 = v′1/‖v′1‖ e u2 = v′2/‖v′2‖, tem-se que {u1, u2} é uma base

ortonormal de W, em que

u1 = (
√
2/2, 0,

√
2/2) e u2 = (−

√
6/6,−

√
6/3,

√
6/6).

Assim, para v = (1, 2, 3), tem-se

〈v, u1〉 = 2
√
2 e 〈v, u2〉 = −

√
6/3,

donde

PW (v) = 〈v, u1〉u1 + 〈v, u2〉u2

= 2
√
2(
√
2/2, 0,

√
2/2)− (

√
6/3)(−

√
6/6,−

√
6/3,

√
6/6)

= (7/3, 2/3, 5/3).

A noção de ortogonalidade nos permite decompor um espaço vetorial

(V, 〈 , 〉) numa soma direta de subespaços, os quais são ortogonais entre si. A

fim de verificarmos essa propriedade, consideremos primeiramente o conceito

de complemento ortogonal de um subespaço.

Definição 5.4 (COMPLEMENTO ORTOGONAL). Dado um subespaço vetorial W, de

(V, 〈 , 〉), chama-se o conjunto

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0 ∀w ∈ W}

de complemento ortogonal de W em V.

Proposição 5.4 (PROPRIEDADES DO COMPLEMENTO ORTOGONAL). O complemento

ortogonal W⊥ de um subespaço W ⊂ (V, 〈 , 〉) é um subespaço vetorial de V ,

o qual tem as seguintes propriedades:

i) V = W ⊕W⊥;

ii) W⊥⊥ = W.
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Demonstração. É imediato que 0 ∈ W⊥. Além disso, dados v, v′ ∈ W⊥, λ ∈ R,
e w ∈ W, tem-se 〈v + λv′, w〉 = 〈v, w〉+ λ〈v′, w〉 = 0, donde se infere que W⊥

é um subespaço vetorial de V.

A fim de provar as asserções (i) e (ii), tomemos uma base ortonormal de

W, {u1 , . . . , uk}. Usando ortogonalização de Gram-Schmidt, essa base pode

ser completada para uma base ortonormal de V, {u1 , . . . , uk , uk+1 , . . . , un}.
Assim, pondo-se V ′ = ger {uk+1 , . . . , un}, tem-se V = W ⊕ V ′ (vide Exerćıcio

22 – Cap. 2). Resta-nos, pois, mostrar que V ′ = W⊥. A inclusão V ′ ⊂ W⊥ é

imediata. Ademais, se v ∈ W⊥, tem-se 〈v, ui〉 = 0 ∀i = 1, . . . , k, donde v ∈ V ′.

Logo, V ′ = W⊥, o que prova (i).

Quanto à afirmação (ii), observemos que, pelo estabelecido em (i),

W ⊕W⊥ = V = W⊥ ⊕W⊥⊥,

o que nos dá dimW⊥⊥ = dimW (vide Proposição 2.16). Além disso, pelo

provado em (i), dado v ∈ W⊥⊥, existem únicos w ∈ W e w⊥ ∈ W⊥, tais

que v = w + w⊥. Porém, 0 = 〈v, w⊥〉 = 〈w⊥, w⊥〉, donde w⊥ = 0, isto é,

v = w. Segue-se que W⊥⊥ ⊂ W e, portanto, que W = W⊥⊥, uma vez que

esses subespaços têm dimensões iguais. ■

Observação 5.2. Dado um subespaço W ⊂ (V , 〈 , 〉), considerando-se a de-

composição V = W ⊕W⊥, tem-se que PW coincide com a projeção sobre W,

como definida no Exemplo 3.2. De fato, dado v ∈ V, existem únicos w ∈ W

e w⊥ ∈ W⊥, tais que v = w + w⊥. Assim, v − w = w⊥ é ortogonal a todos

os vetores de W. Logo, w = PW (v). Em particular, v ∈ W⊥ se, e somente se,

PW (v) = 0.

Exemplo 5.8. Seja W o subespaço bidimensional de R3 considerado no Exem-

plo 5.7. Pela Proposição 5.4, dimW⊥ = 1. Ademais, conforme constatamos,

a projeção de v = (1, 2, 3) sobre W é o vetor PW (v) = (7/3, 2/3, 5/3). Assim,

uma vez que

v − PW (v) = (1, 2, 3)− (7/3, 2/3, 5/3) = (−4/3, 4/3, 4/3)

é ortogonal a W, segue-se que W⊥ = ger {(−1, 1, 1)}.



§5.4 Volume em Espaços Euclidianos 141

Exemplo 5.9. Consideremos o subespaço W ⊂ R4 gerado pelos vetores v1 =

(1, 0, 1, 2) e v2 = (1,−2, 0, 3). Temos que v = (x1, x2, x3, x4) ∈ W⊥ se, e

somente se, 〈v, vi〉 = 0, o que equivale a v ser solução do seguinte sistema

homogêneo: {
x1 + x3 + 2x4 = 0

x1 − 2x2 + 3x4 = 0.

Resolvendo-o, conclúımos que

W⊥ =

{(
−t− 2s,

s− t

2
, t, s

)
; t, s ∈ R

}
,

isto é, W⊥ = ger {(−1,−1/2, 1, 0), (−2, 1/2, 0, 1)}.

5.4 Volume em Espaços Euclidianos

No que diz respeito a medição de objetos do espaço euclidiano R3, as “me-

didas” fundamentais são: comprimento, área e volume. Através da teoria que

desenvolvemos neste caṕıtulo e no anterior, podemos estender essas noções

para o espaço Rn, isto é, para todo k ∈ {1, . . . , n}, podemos definir um “vo-

lume k-dimensional” de subconjuntos de Rn.

A introdução de um conceito de volume para subconjuntos arbitrários de

Rn é uma questão bastante delicada e não será tratada neste texto. Na verdade,

esse problema é o objeto da uma vasta teoria, dita, da medida. No entanto,

o primeiro passo na direção da construção do conceito geral de volume, o que

constitui aqui nosso propósito, é o de estabelecê-lo para paraleleṕıpedos de Rn.

Assim como o fizemos com as noções de comprimento e ângulo, usaremos

a Geometria Euclidiana Plana como guia. Mais precisamente, consideraremos

o conceito de área de paralelogramo à luz da Álgebra Linear.

Com esse intuito, tomemos vetores linearmente independentes

v = (a, b) e w = (c, d) ∈ R2,

denotemos por P(v, w) o paralelogramo de lados v e w, e provemos que

|P(v, w)| = | det(v, w)|, (5.7)
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em que |P(v, w)| denota a área de P(v, w), a ser entendida aqui como o produto

do comprimento de um de seus lados, dito a base, pela altura correspondente.

Tomando-se w como base de P(v, w), a altura será a norma da projeção de v

sobre o vetor w⊥ = (−d, c), pois 〈w⊥, w〉 = 0 (Fig. 5.4).

0

v

•

w

w⊥

P
w⊥ (v)

P(v, w)

Pw(v)

Figura 5.3

Logo, uma vez que ‖w‖ = ‖w⊥‖ e 〈w⊥, v〉 = −ad+bc = − det(v, w), tem-se

|P(v, w)| = ‖w‖ ‖Pw⊥(v)‖ = ‖w‖ |〈v, w
⊥〉|

〈w⊥, w⊥〉
‖w⊥‖ = | det(v, w)|.

Uma outra expressão da área de P(v, w) pode ser obtida a partir da

igualdade v = Pw(v) + Pw⊥(v). De fato, pelo Teorema de Pitágoras, tem-

se ‖v‖2 = ‖Pw(v)‖2 + ‖Pw⊥(v)‖2. Dáı e de (5.7), obtém-se

‖v‖2 =
〈v, w〉2

〈w,w〉2
‖w‖2 + 〈v, w⊥〉2

〈w⊥, w⊥〉2
‖w⊥‖2

=
〈v, w〉2

〈w,w〉
+

| det(v, w)|2

〈w,w〉
=

〈v, w〉2

〈w,w〉
+

|P(v, w)|2

〈w,w〉
·

Logo,

|P(v, w)|2 = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2 = det

[
〈v, v〉 〈v, w〉
〈w, v〉 〈w,w〉

]
.
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A matriz na última igualdade acima é dita a matriz de Gram dos vetores

v e w, e seu determinante é denotado por g(v, w). Assim, temos

|P(v, w)| =
√

g(v, w). (5.8)

Note que podemos expressar o comprimento de um vetor v ∈ R2 através da

matriz de Gram 1× 1, [〈v, v〉], uma vez que ‖v‖ =
√
〈v, v〉 =

√
g(v). Convém

mencionar também que podemos descrever P(v, w) como

P(v, w) = {λv + µw ; λ, µ ∈ [0, 1]}.

Exemplo 5.10. Dados v = (3,−1), w = (2, 2) ∈ R2, temos

|P(v, w)| = | det(v, w)| = 8.

Observemos também que

g(v, w) = det

[
〈v, v〉 〈v, w〉
〈w, v〉 〈w,w〉

]
= det

[
10 4

4 8

]
= 64 = |P(v, w)|2,

confirmando, assim, a igualdade (5.8).

Mais geralmente, o paraleleṕıpedo k-dimensional de Rn determinado por k

vetores linearmente independentes, v1 , . . . , vk , é definido por:

P(v1 , . . . , vk) = {λ1v1 + · · ·+ λkvk ; λi ∈ [0, 1] ∀i = 1, . . . , k}.

Pondo-se Wk−1 = ger {v1 , . . . , vk−1}, o volume k-dimensional do paralele-

ṕıpedo P(v1 , . . . , vk), a ser denotado por |P(v1 , . . . , vk)|, é definido indutiva-

mente da seguinte forma (Fig. 5.4):

|P(v1 , . . . , vk)| =

{
‖v1‖ , se k = 1.

|P(v1 , . . . , vk−1)| ‖vk − PWk−1
(vk)‖, se k > 1.

Consideremos, então, a matriz de Gram de v1 , . . . , vk ,

G(v1, . . . , vk) = (〈vi, vj〉)k×k ,

e denotemos seu determinante por g(v1 , . . . , vk).
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v1

vk−1

vk

PWk−1
(vk)

Wk−1

Figura 5.4: Paraleleṕıpedo P(v1 , . . . , vk).

Proposição 5.5. Para todo paraleleṕıpedo P(v1, . . . , vk) ⊂ Rn, vale a igualdade

|P(v1 , . . . , vk)| =
√

g(v1 , . . . , vk). (5.9)

Demonstração. Temos que a igualdade (5.9) é trivial para k = 1. Suponhamos,

por indução, que ela seja verdadeira para k ∈ N. Pondo-se, então,

PWk
(vk+1) = λ1v1 + · · ·+ λkvk

e wk+1 = vk+1 − PWk
(vk+1), tem-se

vk+1 =
k∑

j=1

λjvj + wk+1 .

Assim, denotando-se por c1 , . . . , ck+1 os vetores coluna da matriz de Gram
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G(v1 , . . . , vk+1), tem-se

ck+1 =
k+1∑
i=1

〈vk+1, vi〉ei =
k+1∑
i=1

〈
k∑

j=1

λjvj + wk+1, vi

〉
ei

=
k+1∑
i=1

〈
k∑

j=1

λjvj, vi

〉
ei +

k+1∑
i=1

〈wk+1, vi〉 ei

=
k∑

j=1

k+1∑
i=1

〈λjvj, vi〉ei + 〈wk+1, vk+1〉ek+1

=
k∑

j=1

λjcj + ‖wk+1‖2ek+1.

Dáı, observando-se que det(c1 , . . . , ck, ek+1) = g(v1 , . . . , vk), e lembrando-se

que det é uma forma multilinear alternada, obtém-se

g(v1, . . . , vk+1) = det(c1 , . . . , ck, ck+1)

= det

(
c1 , . . . , ck,

k∑
j=1

λjcj + ‖wk+1‖2ek+1

)

= ‖wk+1‖2g(v1, . . . , vk) = ‖wk+1‖2|P(v1, . . . , vk)|2

= |P(v1, . . . , vk+1)|2.

O resultado, portanto, segue-se do Prinćıpio da Indução. ■

Note que, na Proposição 5.5, provamos também que g(v1 , . . . , vk) > 0

sempre que v1 , . . . , vk são LI.

Corolário 5.1. Suponha que {v1, . . . , vk} ⊂ Rn seja um conjunto ortogonal.

Então, vale a igualdade

|P(v1 , . . . , vk)| = ‖v1‖ ‖v2‖ . . . ‖vk‖. (5.10)

Demonstração. Sendo {v1, . . . , vk} ortogonal, a matriz de gram G(v1, . . . , vk)

é diagonal, e suas entradas ao longo da diagonal são ‖v1‖2, . . . , ‖vk‖2, donde

|P(v1 , . . . , vk)| =
√

g(v1, . . . , vk) = ‖v1‖ ‖v2‖ . . . ‖vk‖. ■
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Corolário 5.2. Para todo paraleleṕıpedo n-dimensional P(v1, . . . , vn) ⊂ Rn,

vale a seguinte igualdade:

|P(v1 , . . . , vn)| = | det(v1 , . . . , vn)|. (5.11)

Demonstração. Basta observarmos que, se A é a matriz n × n cujos vetores

linha são v1 , . . . , vn , então G(v1, . . . , vn) = AA∗ (vide Exerćıcio 11). Logo,

|P(v1 , . . . , vn)|2 = detG(v1 , . . . , vn) = (detA)2,

donde se obtém (5.11). ■

Exemplo 5.11. Consideremos os vetores de R3, v1 = (1, 0, 1), v2 = (2,−1, 1)

e v3 = (1, 1,−1). Um cálculo direto nos dá g(v1, v2) = 3, g(v1, v3) = 6 e

g(v2, v3) = 18. Logo, as áreas dos correspondentes paralelogramos são:

|P(v1, v2)| =
√
3, |P(v1, v3)| =

√
6 e |P(v1, v2)| = 3

√
2.

Quanto ao volume do paraleleṕıpedo determinado por v1 , v2 e v3, temos

|P(v1, v2, v3)| = | det(v1, v2, v3)| = |3| = 3.

5.5 Equidistância em Rn (∗)
Ilustremos a força conceitual do produto interno e seus correlatos estabe-

lecendo uma propriedade do espaço euclidiano Rn visto como espaço métrico,

isto é, como um conjunto de pontos com uma distância (no caso, a euclidi-

ana) bem definida. Quando n = 2, essa propriedade reflete o fato de que o

maior (em cardinalidade) conjunto de pontos equidistantes do plano euclidiano

é constitúıdo pelos vértices de um triângulo equilátero.

Proposição 5.6 (PONTOS EQUIDISTANTES EM Rn). Seja C um subconjunto do es-

paço Rn cujos pontos são equidistantes, isto é, existe ϵ > 0, tal que

dist (p1 , p2) = ϵ ∀p1 , p2 ∈ C.

Então, C não contém mais que n+ 1 pontos.
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Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existam n + 2 pontos equi-

distantes em C, p0 , . . . , pn+1 , e tomemos um sistema de coordenadas ortogo-

nais em Rn, tal que p0 seja a origem 0. Dotemos Rn, então, de sua estru-

tura de espaço vetorial com produto interno canônico, de modo que os pontos

p1 , . . . , pn+1 passam a ser vetores de Rn, os quais passaremos a denotar por

v1 , . . . , vn+1 .

Mostremos que, nas condições dadas, esses vetores são LI, contradizendo

que dimRn = n, e provando, desta forma, o resultado. Para tanto, tomemos

uma combinação linear nula de v1 , . . . , vn+1 ,

a1v1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0. (5.12)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ϵ = 1, de modo que

‖vi‖2 = ‖vj‖2 = ‖vi − vj‖2 = 1 ∀i 6= j ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Dessas igualdades, e da bilinearidade do produto interno, obtém-se, para i 6= j,

〈vi , vj〉 = 1/2. Assim, para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}, tomando-se o produto

interno por vi em ambos os membros da igualdade (5.12), chega-se a

ai +
1

2
(a1 + · · ·+ ai−1 + ai+1 + · · ·+ an+1) = 0.

Adicionando-se ai/2 a ambos os membros dessa última igualdade, e denotando-

se por S a soma de todos os coeficientes ai , obtém-se ai = −S. Logo,

S =
n+1∑
i=1

ai = −(n+ 1)S,

donde S = 0 e, portanto ai = 0. Desta forma, os vetores v1 , . . . , vn+1 são LI, o

que constitui a nossa anunciada contradição. ■

Exerćıcios

Seção 5.2
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1. Sejam 〈 , 〉1 e 〈 , 〉2 produtos internos num espaço vetorial V, e λ um

número real positivo. Mostre que

〈v, w〉 = 〈v, w 〉1 + λ〈v, w〉2 , v, w ∈ V,

é um produto interno em V.

2. Seja B uma base de um espaço vetorial V de dimensão n. Escrevendo-se

v = (x1, . . . , xn)B e w = (y1, . . . , yn)B, suponha que

〈v, w〉 =
n∑

i,j=1

aijxiyj

defina um produto interno em V. Mostre que aii > 0 ∀i = 1, . . . , n.

3. Seja T : V → (W, 〈 , 〉) uma aplicação linear injetiva. Mostre que:

i) A função 〈u, v〉0 = 〈T (u), T (v)〉, u, v ∈ V, define um produto interno

〈 , 〉0 em V, dito induzido por T.

ii) O produto interno definido em M(m,n) no Exemplo 5.2 é aquele

induzido pelo isomorfismo natural T : M(m,n) → (Rmn, 〈 , 〉), em
que 〈 , 〉 é o produto interno canônico de Rmn.

4. Mostre que a norma ‖ ‖ de um espaço vetorial (V, 〈 , 〉) tem as seguintes

propriedades, válidas para quaisquer v, w ∈ V :

i) ‖v+w‖2+‖v−w‖2 = 2(‖v‖2+‖w‖2) (identidade do paralelogramo);

ii) | ‖v‖ − ‖w‖ | ≤ ‖v − w‖ (segunda desigualdade triangular).

5. Mostre que, para todo espaço vetorial (V, 〈 , 〉), vale a seguinte identidade
de polarização:

〈v, w〉 = 1

2

(
‖v‖2 + ‖w‖2 − ‖v − w‖2

)
∀v, w ∈ V,

isto é, todo produto interno é determinado pela norma a ele associada.
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6. Mostre que a função distância dist definida em (5.3) tem as seguintes

propriedades, válidas para quaisquer u, v, w ∈ (V, 〈 , 〉):

i) dist (v, w) ≥ 0 e dist (v, w) = 0 ⇔ v = w (positividade);

ii) dist (v, w) = dist (w, v) (simetria);

iii) dist (u,w) ≤ dist (u, v) + dist (v, w) (desigualdade triangular).

7. Dado c ∈ R, considere a função f(x) = (x + c)2/(x2 + 1), x ∈ R. Use a

desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que

f(x) ≤ 1 + c2 ∀x ∈ R.

8. Sejam u e v vetores LI num espaço vetorial (V, 〈 , 〉). Encontre um vetor

w de ger {u, v}, o qual seja paralelo à bissetriz do ângulo ∢(u, v), isto é,

w deve satisfazer ∢(u,w) = ∢(w, v).

Seção 5.3

9. Mostre que o operador linear J : R2 → R2 definido por

J(x1 , x2) = (−x2, x1)

tem as seguintes propriedades, as quais são válidas para quaisquer vetores

v, w ∈ R2.

i) 〈J(v), v〉 = 0 (J é a rotação positiva de ângulo π/2);

ii) 〈J(v), J(w)〉 = 〈v, w〉 (J preserva produto interno);

iii) ‖J(v)‖ = ‖v‖ (J preserva norma).

10. Sejam W1 e W2 subespaços de (V, 〈 , 〉). Mostre que:

i) (W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 ;

ii) (W1 ∩W2)
⊥ = W⊥

1 +W⊥
2 .

Conclua que:

V = W1 ⊕W2 ⇔ V = W⊥
1 ⊕W⊥

2 .
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11. Dadas matrizes A ∈ M(m,n) e B ∈ M(n, p), denote por v1, . . . , vm ∈ Rn

os vetores linha de A, e por w1, . . . , wp ∈ Rn os vetores coluna de B.

Verifique, então, que o produto AB pode ser caracterizado como:

AB = (cij)m×p, cij = 〈vi, wj〉.

12. Considere o exerćıcio anterior e mostre que, para toda matriz A ∈
M(m,n), tem-se Nuc (TA) = L ⊥

A .

13. Seja B = {u1 , . . . , un} uma base de (V, 〈 , 〉). Suponha que, para todo

v = (x1 , . . . , xn)B ∈ V, tenha-se ‖v‖2 = x2
1 + · · · + x2

n. Mostre que B é

ortonormal.

14. Considere a Observação 5.2, e verifique as propriedades da projeção or-

togonal PW : V → W listadas na Seção 5.3.

15. Dado um subespaço não trivial W ⊂ (V, 〈 , 〉), seja v um vetor de V, tal

que v 6∈ W. Mostre que:

‖v − PW (v)‖ < ‖v − w‖ ∀w ∈ W, w 6= PW (v),

isto é, PW (v) é o ponto de W que está mais próximo de v.

16. Considere emM(2) o produto interno 〈 , 〉 definido no Exemplo 5.2 (vide,

também, Exerćıcio 3-(ii)), e determine o complemento ortogonal do su-

bespaço W ⊂ (M(2), 〈 , 〉) formado pelas matrizes simétricas de ordem

2.

17. Seja B0 = {v1 , . . . , vk} uma base de um subespaço W ⊂ (V, 〈 , 〉). Mostre

que existe um operador linear T : V → V, tal que nuc T = W = T (V )⊥.

Seção 5.4

18. Seja B = {v1 , . . . , vn} uma base (não necessariamente ortonormal) de

um espaço vetorial (V, 〈 , 〉). Dados n escalares λ1 , . . . , λn ∈ R, prove
que existe um único vetor v ∈ V, tal que

〈v, vi〉 = λi ∀i = 1, . . . , n.
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19. Sejam T : Rn → Rn um isomorfismo, e P(v1 , . . . , vn) um paraleleṕıpedo

n-dimensional de Rn. Verifique que T (P(v1 , . . . , vn)) é um paraleleṕıpedo

n-dimensional de Rn, e mostre que

|T (P(v1 , . . . , vn))| = | detT | |P(v1 , . . . , vn)|.

20. Considere uma base B = {v1 , . . . , vn} de Rn. Denote por Wk o subespaço

gerado por v1 , . . . vk , e ponha wk+1 = vk+1 − PWk
(vk), 1 ≤ k ≤ n − 1.

Mostre que, nessas condições, vale a igualdade:

|P(v1 , . . . , vn)| = ‖v1‖ ‖w2‖ . . . ‖wn‖.

Conclua, então, a validez da desigualdade de Hadamard:

| det(v1 , . . . , vn)| ≤ ‖v1‖ ‖v2‖ . . . ‖vn‖,

em que a igualdade ocorre se, e somente se, a base B for ortogonal.
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6

Decomposição de Operadores

A partir deste caṕıtulo, nos dedicaremos exclusivamente ao estudo dos ope-

radores lineares em espaços vetoriais de dimensão finita. Nesse contexto, a

abordagem mais eficaz envolve a decomposição do operador dado em “subo-

peradores” mais simples, num sentido que logo deixaremos claro. Para tanto,

conforme constataremos, é suficiente que o espaço vetorial onde se define o

operador possa ser decomposto em subespaços, os quais sejam invariantes pela

ação do mesmo.

Uma propriedade notável dos operadores lineares em espaços de dimensão

finita, a qual estabeleceremos ao longo deste caṕıtulo (vide também Apêndice

A) é a de que uma tal decomposição sempre pode ser feita, sendo o caso ótimo

o dos operadores diagonalizáveis, isto é, aqueles em que todos os subespaços

da decomposição têm dimensão 1.

A teoria de decomposição de operadores envolve os conceitos fundamen-

tais de autovalor e autovetor, bem como o de polinômio mı́nimo, sobre os

quais discutiremos detalhadamente neste caṕıtulo. Em seguida, apresentare-

mos um resultado fundamental, conhecido como Teorema da Decomposição

Primária, o qual será devidamente aplicado na clássica caracterização de ope-

radores diagonalizáveis através de seus polinômios mı́nimos, assim como em

outros resultados importantes que apresentaremos neste caṕıtulo, no próximo,

e no Apêndice A.
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6.1 Considerações Iniciais

Conforme discutimos anteriormente, os operadores lineares mais simples

são aqueles que podem ser representados por matrizes diagonais, pois toda a

informação sobre o operador que está contida na matriz pode ser imediata-

mente obtida por inspeção direta da mesma.

Consideremos, por exemplo, o operador linear T ∈ L (R3), cuja matriz

com respeito à base canônica de R3, {e1, e2, e3}, é:

[T ] =

 2 0 0

0 3 0

0 0 0

 .

Examinando-a, conclui-se que o conjunto {(2, 0, 0), (0, 3, 0)} constitui uma base

do conjunto imagem de T, e que o núcleo de T é gerado pelo vetor e3 = (0, 0, 1).

Ainda com respeito ao operador T, atentetemos para o seguinte fato:

T (e1) = 2e1 , T (e2) = 3e2 e T (e3) = 0e3 ,

de modo que a imagem de cada vetor ei é um múltiplo de ei . É imediato que

a rećıproca dessa última asserção é verdadeira, isto é, se um operador linear

T ∈ L (R3) é tal que a imagem de cada vetor ei da base canônica é um múltiplo

de si mesmo, então a matriz de T com respeito a essa base é diagonal.

Mais precisamente, se

T (e1) = λ1e1 , T (e2) = λ2e2 e T (e3) = λ3e3 , (6.1)

tem-se que a matriz [T ] é dada por

[T ] =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 .

Note que, na presença das igualdades (6.1), cada subespaço unidimensional

Wi = ger {ei} é invariante pelo operador T, no sentido de que vale a implicação

v ∈ Wi ⇒ T (v) ∈ Wi .



§6.1 Considerações Iniciais 155

De fato, fazendo-se v = xiei ∈ Wi , tem-se

T (v) = T (xiei) = xiT (ei) = xiλiei ∈ Wi .

Dessa forma, para cada i = 1, 2, 3, os operadores

Ti = T|Wi
: Wi → Wi ∈ L (Wi) (6.2)

estão bem definidos.

Assim, existem 3 subespaços unidimensionais, W1 , W2 e W3, todos invari-

antes por T, tais que

R3 = W1 ⊕W2 ⊕W3 .

Nesse caso, como sabemos, todo vetor v ∈ R3 se escreve de forma única como

soma de vetores dos subespaços Wi , isto é, para cada v ∈ R3, existem únicos

vetores wi ∈ Wi , i = 1, 2, 3, tais que:

v = w1 + w2 + w3 .

Dáı, e das igualdades (6.2), tem-se:

T (v) = T (w1+w2+w3) = T (w1)+T (w2)+T (w3) = T1(w1)+T2(w2)+T3(w3).

Indicaremos essa relação entre o operador T e suas restrições Ti aos respec-

tivos subespaços invariantes por:

T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 .

Consideremos, agora, o operador T ∈ L (R3), tal que

[T ] =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 2

 .

Nesse caso, temos

T (e1) = e2 , T (e2) = −e1 e T (e3) = 2e3 .
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Claramente, ger {e3} é invariante por T , e nenhum dos subespaços ger {e1}
ou ger {e2} o é. No entanto, o subespaço bidimensional ger {e1 , e2} é invariante
por T , pois dado v = x1e1 + x2e2 ∈ ger {e1 , e2}, tem-se

T (v) = x1T (e1) + x2T (e2) = x1e2 − x2e1 ∈ ger {e1 , e2} .

Fazendo-se, agora,

W1 = ger {e1 , e2} e W2 = ger {e3},

tem-se que

R3 = W1 ⊕W2

e que os operadores

T1 = T|W1
: W1 → W1 e T2 = T|W2

: W2 → W2 (6.3)

estão bem definidos.

Além disso, como no exemplo anterior, dado v ∈ R3, existem únicos w1 ∈
W1 e w2 ∈ W2 , tais que v = w1 + w2, donde T (v) = T1(w1) + T2(w2). Igual-

mente, expressamos essa relação entre T, T1 e T2 por

T = T1 ⊕ T2 .

Observemos que [T ] é diagonal por blocos (vide Seção 4.3.3), e que seu

bloco diagonal superior 2× 2 é a matriz de T1 com respeito à base {e1, e2} de

W1 ,

[T1] =

[
0 −1

1 0

]
.

Analogamente, a matriz de T2 com respeito à base {e3} de T2 é [2], a qual

corresponde o bloco diagonal inferior 1 × 1 de [T ].

Em suma,

T = T1 ⊕ T2 e [T ] =

[
[T1]

[T2]

]
.

Como último exemplo, consideremos o operador T ∈ L (R6), cuja matriz,

também diagonal em blocos, é:
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[T ] =



1 2 3

0 1 4

5 7 6

1 2

2 1

1


=

 [T1]

[T2]

[T3]

 ,

em que Ti = T |Wi
e

W1 = ger {e1, e2 , e3}, W2 = ger {e4 , e5} e W3 = ger {e6}

são os subespaços invariantes por T. Assim, com a notação acima,

T = T1 ⊕ T2 ⊕ T3 .

De modo geral, dado um operador linear T ∈ L (V ), dizemos que um

subespaço W ⊂ V é invariante por T, ou, equivalentemente, T -invariante,

quando T (W ) ⊂ W, isto é, quando vale a implicação:

v ∈ W ⇒ T (v) ∈ W.

Quando W ⊂ V é T -invariante, temos que a restrição de T a W , a qual

será denotada por TW , é um operador linear bem definido em L (W ). Dessa

forma, em total analogia com os exemplos precedentes, uma decomposição de

V numa soma direta de subespaços invariantes,

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk ,

induz uma decomposição de T ∈ L (V ) numa soma direta de operadores,

T = TW1 ⊕ · · · ⊕ TWk
,

tendo essa igualdade o seguinte significado:

v = w1 + · · ·+ wk ∈ V ⇒ T (v) = TW1(w1) + · · ·+ TWk
(wk) , wi ∈ Wi .
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Considerando-se as decomposições acima, tomemos uma base de V,

B = B1 ∪ · · · ∪ Bk,

tal que Bi seja uma base de Wi . Com respeito a B, a matriz de T assume,

então, a forma diagonal em blocos:

[T ]B =


[TW1 ]B1

[TW2 ]B2

. . .

[TWk
]Bk

 . (6.4)

Em particular (vide igualdade (4.19)),

detT = detTW1 . . . detTWk
. (6.5)

A este ponto, deve estar clara a ideia por trás da decomposição de um ope-

rador linear T, como vimos fazendo: estudar o comportamento de T analisando

cada uma das componentes TWi
da decomposição. Por exemplo, a igualdade

(6.5) nos diz que T será invert́ıvel se, e somente se, cada Ti for invert́ıvel.

Note que, um operador que compõe T, TWi
, será tão mais simples quanto me-

nor for a dimensão de Wi , sendo a situação ideal aquela em que cada Wi é

unidimensional, como em nosso primeiro exemplo. Tais operadores são ditos

diagonalizáveis .

Conforme constataremos, nem todo operador linear é diagonalizável. No

entanto, quando V tem dimensão finita (≥ 3), todo operador T ∈ L (V )

admite decomposições em soma diretas de operadores, como as que fizemos

acima.

Na Seção 6.4, consideraremos um tipo de decomposição de um operador,

dita primária, a qual, dentre outros benef́ıcios, nos permitirá estabelecer con-

dições necessárias e suficientes para que um operador num espaço de dimensão

finita seja diagonalizável.

Por fim, advertimos que, daqui por diante, não consideraremos espaços

vetoriais de dimensão infinita, de modo que V indicará sempre um espaço

vetorial (real) de dimensão finita n ≥ 1.
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6.2 Autovalores e Autovetores

Nesta seção, investigaremos os subespaços invariantes de um operador ar-

bitrário T ∈ L (V ), os quais são associados a um determinado tipo de vetor de

V — que pode ou não existir — dito autovetor de T. Os operadores diagonali-

záveis, conforme veremos, são justamente aqueles cujos autovetores constituem

uma base de V.

A t́ıtulo de motivação, consideremos o operador linear T ∈ L (R2), tal que

[T ] =

[
1 2

2 1

]
,

e observemos que os vetores v1 = (1, 1) e v2 = (1,−1) satisfazem

T (1, 1) = (3, 3) = 3(1, 1) e T (1,−1) = (−1, 1) = −(1,−1),

isto é, T (vi) é um múltiplo de vi , i = 1, 2. Os vetores vi são ditos, então,

autovetores de T, enquanto os escalares 3 e −1 são ditos os autovalores de

T (Fig. 6.1). Observemos ainda que v1 e v2 são LI (na verdade, ortogonais)

e, portanto, definem uma base B de R2 formada por autovetores de T. Em

particular, a matriz de T com respeito a essa base é dada por:

[T ]B =

[
3 0

0 −1

]
,

a qual é mais simples que [T ], por ser uma matriz diagonal.

O mesmo ocorre com o operador linear T ∈ L (R3) cuja matriz [T ] é:

[T ] =

 14 −13 8

−13 14 8

8 8 −7

 .

Com efeito, fazendo-se v1 = (1,−1, 0), v2 = (1, 1, 1) e v3 = (1, 1,−2), por meio

de um cálculo direto, verifica-se que

T (v1) = 27v1, T (v2) = 9v2 e T (v3) = −15v3 ,
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T (v1) = 3v1

T (v2) = −v2

1−1

3

3

v1

v2−1

x1

x2

Figura 6.1: Autovetores de T (x1 , x2) = (x1 + 2x2 , 2x2 + x1).

isto é, B = {v1 , v2 , v3} é uma base (ortogonal) de R3 formada por autovetores

de T. Logo,

[T ]B =

 27 0 0

0 9 0

0 0 −15

 .

Observemos que, nos dois exemplos acima, a matriz [T ] é simétrica e a base

de autovetores B é ortogonal. No próximo caṕıtulo, veremos que esse compor-

tamento é t́ıpico de uma classe especial de operadores, ditos autoadjuntos.

De modo geral, dado um operador linear T ∈ L (V ), diz-se que v ∈ V −{0}
é um autovetor de T, quando existe um escalar λ ∈ R, dito o autovalor de T

associado ao autovetor v, o qual cumpre:

T (v) = λv.

Equivalentemente à definição da seção anterior, podemos dizer que T é

diagonalizável , quando existe uma base B, de V, formada por autovetores de
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T. Nesse caso, diz-se também que B diagonaliza T, pois a matriz de T com

respeito à base B é diagonal, sendo suas entradas os respectivos autovalores de

T, isto é, quando a base B = {v1 , . . . , vn} ⊂ V satisfaz T (vi) = λivi , tem-se

[T ]B =


λ1

λ2

. . .

λn

 .

Suponha que v, w ∈ V sejam autovetores de T : V → V associados ao

autovalor λ. Nesse caso, dado µ ∈ R, temos que

T (v + µw) = T (v) + µT (w) = λv + µ(λw) = λ(v + µw),

isto é, v + µw é também um autovetor de T associado ao autovalor λ. Dáı,

segue-se o resultado seguinte.

Proposição 6.1. Dados T ∈ L (V ) e λ ∈ R, tem-se que o conjunto

Wλ = {v ∈ V ;T (v) = λv} ⊂ V

é um subespaço vetorial de V, dito o autoespaço de T associado a λ.

Note que, embora o vetor nulo esteja exclúıdo da definição de autovetor,

dado T ∈ L (V ), é imediato que 0 ∈ Wλ, isto é,

Wλ = {autovetores de T associados a λ} ∪ {0} ⊂ V.

Segue-se diretamente da definição que todo autoespaço Wλ como acima é

T -invariante, e que vale a seguinte igualdade:

TWλ
= λIWλ

. (6.6)

Dado um operador linear T ∈ L (V ), coloquemo-nos o problema de deter-

minar, caso existam, os autovalores e autovetores de T . Iniciemos observando

que, dados um vetor não nulo v ∈ V, e λ ∈ R, são evidentes as equivalências:

T (v) = λv ⇔ (λI − T )v = 0 ⇔ nuc (λI − T ) 6= {0}. (6.7)
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Logo, λ ∈ R será autovalor de T se, e somente se,

det(λI − T ) = 0. (6.8)

Assim, a igualdade (6.8) é uma equação algébrica de variável λ, cujas solu-

ções são autovalores de T. Uma vez determinados esses autovalores, obtém-se

os autovetores correspondentes reconsiderando-se as equivalências (6.7).

A fim de ilustrar esse método, retomemos o operador T ∈ L (R2), tal que

[T ] =

[
1 2

2 1

]
,

o qual consideramos no começo da seção. Nesse caso, temos

[λI − T ] =

[
λ− 1 −2

−2 λ− 1

]
.

Logo, det(λI − T ) = (λ− 1)2 − 4, donde (6.8) é a equação quadrática

λ2 − 2λ− 3 = 0,

cujas ráızes, λ1 = 3 e λ2 = −1, são os autovalores de T.

Considerando-se a igualdade (λI−T )v = 0 da equivalência (6.7) com λ = 3

e v = (x1, x2), tem-se que o autoespaço de T associado ao autovalor λ1 = 3

coincide com o conjunto solução do seguinte sistema homogêneo:{
2x1 − 2x2 = 0

−2x1 + 2x2 = 0,

o que, claramente, nos dá:

Wλ1 = {(x1 , x2) ∈ R2 ; x1 = x2} = ger {(1, 1)}.

De modo inteiramente análogo, obtém-se

Wλ2 = {(x1 , x2) ∈ R2 ; x1 = −x2} = ger {(1,−1)}.
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A igualdade (6.8) nos leva naturalmente a introduzir o polinômio caracte-

ŕıstico de T ∈ L (V ), o qual se define como

c(t) = det(tI − T ), t ∈ R.

Das considerações acima, e do fato de todo polinômio de grau ı́mpar possuir

uma raiz real, segue-se o resultado seguinte.

Proposição 6.2. Um escalar λ ∈ R é autovalor de um operador T ∈ L (V ) se,

e só se, λ é raiz do polinômio caracteŕıstico de T. Em particular, T possui pelo

menos um autovalor — e, portanto, um autovetor — se a dimensão de V for

ı́mpar.

Convém observar que c é um polinômio mônico de grau n em t, isto é,

c(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0 , a0 , . . . , an−1 ∈ R,

o que pode ser constatado pelo cálculo direto do determinante

det[tI − T ]B =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 t− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...

−an1 −an2 · · · t− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
em que B é uma base arbitrária de V e [T ]B = (aij)n×n . Nesse caso, os coefici-

entes ak do polinômio caracteŕıstico c são dados por expressões que envolvem

as entradas aij de [T ]B . Acrescentamos ainda que, para n = 2, verifica-se a

seguinte igualdade (vide Exerćıcio 2):

c(t) = t2 − (traçoT )t+ detT.

Proposição 6.3. Sejam v1 , . . . , vk ∈ V autovetores de um operador linear T ∈
L (V ), cujos correspondentes autovalores, λ1 , . . . , λk , são distintos entre si.

Então, {v1 , . . . , vk} é LI.
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Demonstração. Provemos por indução sobre k. O resultado é óbvio para k = 1.

Suponhamo-lo, então, verdadeiro para k − 1 e provemo-lo verdadeiro para k.

Para tanto, consideremos uma combinação linear nula de v1 , . . . , vk,

µ1v1 + · · ·+ µkvk = 0. (6.9)

Aplicando-se T a ambos os membros dessa igualdade, obtém-se

µ1λ1v1 + · · ·+ µkλkvk = 0. (6.10)

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade (6.9) por −λk e adicionando-

se a (6.10), chega-se a

(λ1 − λk)µ1v1 + · · ·+ (λk−1 − λk)µk−1vk−1 = 0.

Pela hipótese de indução, v1 , . . . , vk−1 são LI. Logo,

(λ1 − λk)µ1 = · · · = (λk−1 − λk)µk−1 = 0,

o que nos dá µi = 0 ∀i = 1, . . . , k−1, já que, também por hipótese, λi−λk 6= 0

para tais valores de i. Dáı e de (6.9), tem-se µkvk = 0, donde µk = 0, isto é,

v1, . . . , vk são LI, como desejávamos provar. ■

Corolário 6.1. Sejam λ1 , λ2 autovalores distintos de um operador linear T ∈
L (V ). Então Wλ1 ∩Wλ2 = {0}.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que exista um vetor não nulo v ∈ Wλ1∩
Wλ2 . Nesse caso, associando-se v a λ1 e 2v a λ2 , temos que {v, 2v} é um

conjunto LD de autovetores associados a autovalores distintos, contrariando a

Proposição 6.3. Logo, Wλ1 ∩Wλ2 = {0}. ■

Segue-se diretamente das Proposições 6.2 e 6.3 o resultado seguinte, o qual

estabelece uma condição suficiente sobre o polinômio caracteŕıstico de um ope-

rador para que o mesmo seja diagonalizável.

Proposição 6.4. Seja T ∈ L (V ) um operador definido num espaço vetorial V

de dimensão n. Se o polinômio caracteŕıstico de T tiver n ráızes reais distintas,

então T será diagonalizável.
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Diante da Proposição 6.4, no que diz respeito à diagonalização de um ope-

rador T, cabe-nos indagar o que ocorre quando o polinômio caracteŕıstico c tem

ráızes com multiplicidade. Abordaremos essa questão no exemplo seguinte.

Exemplo 6.1. Sejam T1 , T2 ∈ L (R3) os operadores lineares cujas matrizes com

respeito à base canônica de R3 são:

[T1] =

 2 2 −1

1 0 1

2 −2 3

 e [T2] =

 3/2 −1/2 1/2

−1/2 3/2 1/2

0 0 2

 .

Calculando-se os determinantes det(tI − T1) e det(tI − T2), conclui-se que T1

e T2 têm o mesmo polinômio caracteŕıstico, qual seja,

c(t) = (t− 1)(t− 2)2.

Em particular, λ1 = 1 e λ2 = 2 são ambos autovalores de T1 e T2 .

Designemos porW j
λi
o autoespaço de Tj associado a λi , i, j = 1, 2. Procedendo-

se como anteriormente, obtém-se para o operador T1,

W 1
λ1

= ger {(1,−2,−3)} e W 1
λ2

= ger {(0, 1, 2)},

enquanto para o operador T2 ,

W 2
λ1

= ger {(1, 1, 0)} e W 2
λ2

= ger {(−1, 1, 0), (1, 0, 1)}.

Assim, qualquer conjunto LI de autovetores de T1 tem, no máximo, 2 ve-

tores e, portanto, não constitui uma base de R3. Por outro lado, o conjunto

B = {(1, 1, 0), (−1, 1, 0), (1, 0, 1)},

claramente, é uma base de R3 formada por autovetores de T2 , implicando que

esse operador é diagonalizável e que sua matriz com respeito à base B é:

[T2]B =

 1 0 0

0 2 0

0 0 2

 .
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Para melhor compreendermos a diferença de comportamento dos operado-

res T1 e T2, observemos que

dimW 1
λ1

+ dimW 1
λ2

= 2 < 3 = dimR3 = dimW 2
λ1

+ dimW 2
λ2
,

donde se infere que

W 2
λ1

⊕W 2
λ2

= R3 ⫌ W 1
λ1

⊕W 1
λ2
.

(Note que o fato dessas somas serem diretas deve-se ao Corolário 6.1.)

O exemplo acima sugere a proposição seguinte.

Proposição 6.5. Suponha que λ1 , . . . , λk sejam os autovalores distintos de um

operador linear T ∈ L (V ). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

� T é diagonalizável;

� V = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλk
.

Demonstração. Suponhamos que T seja diagonalizável. Então, existe uma

base B, de V, formada por autovetores de T. Nesse caso, para cada i = 1, . . . k,

o conjunto B ∩ Wλi
é não vazio. Com efeito, se, para algum i ∈ {1, . . . , k},

tivéssemos B∩Wλi
= ∅, pela Proposição 6.3, para todo vetor não nulo v ∈ Wλi

,

{v} ∪ B seria um conjunto LI contendo uma base de V. Assim, tomando-se,

para cada i ∈ {1, . . . , k}, uma base Bi, de Wi, tem-se que B = B1 ∪ · · · ∪ Bk.

Porém, pelo Corolário 6.1, essa união é disjunta, donde se infere que V é a

soma direta dos autoespaços Wλi
.

Suponhamos, agora, que valha a igualdade V = Wλ1⊕· · ·⊕Wλk
. Tomemos,

então, para cada i = 1, . . . , k, uma base Bi de Wλi
. Nesse caso, segue-se

diretamente da Proposição 6.3 que B = B1∪· · ·∪Bk é uma base de autovetores

de T, donde T é diagonalizável. ■

No que se segue, abordaremos a seguinte questão, a qual surge naturalmente

no contexto dos operadores diagonalizáveis: sob que condições existe uma base

que diagonalize simultaneamente dois tais operadores?
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Proposição 6.6. Sejam T, T ′ ∈ L (V ) dois operadores diagonalizáveis que co-

mutam. Então, existe uma base de V que diagonaliza T e T ′ simultaneamente.

Demonstração. Demonstremos o resultado por indução sobre n = dimV. Para

n = 1, não há o que se provar. Suponhamos, então, que o resultado seja

verdadeiro para todo espaço vetorial de dimensão ≤ n − 1. Nessas condições,

consideremos um autoespaço Wλ de T, o qual, como sabemos, é T -invariante.

Vejamos que Wλ é também T ′-invariante. De fato, dado v ∈ Wλ , tem-se

T (v) = λv. Dáı, e da comutativadade de T e T ′, tem-se

TT ′(v) = T ′T (v) = λT ′(v),

isto é, T ′(v) ∈ Wλ. Logo, T
′(Wλ) ⊂ Wλ e, portanto, Wλ é T ′-invariante.

Se Wλ = V, então T = λI. Nesse caso, qualquer base que diagonalize T ′

irá diagonalizar T. Caso contrário, cada autoespaço Wλi
de T terá dimensão

≤ n− 1 e, pelo discutido acima, será invariante por ambos, T e T ′. Aplicando-

se, então, a cada autoespaço Wλi
a hipótese de indução, obtém-se uma base

Bi , de Wλi
, a qual diagonaliza as restrições de T e T ′ a Wλi

. Dessa forma,

uma vez que V = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλk
, temos que B = B1 ∪ · · · ∪ Bk é uma base

de V que diagonaliza T e T ′ simultaneamente. ■

Exemplo 6.2. Sejam TA, TB ∈ L (R2) os operadores de R2 determinados pelas

matrizes

A =

[
2 1

1 2

]
e B =

[
−1 1

1 −1

]
,

respectivamente. Efetuando-se os produtos AB e BA, obtém-se

AB = BA =

[
−1 1

1 −1

]
= B,

de modo que A e B (e, portanto, TA e TB) comutam.

Procedendo-se como no Exemplo 6.1, conclui-se que os autovalores de TA

são λ1 = 1 e λ2 = 3, enquanto os de TB são µ1 = −2, µ2 = 0. Os correspon-

dentes autoespaços são:

Wλ1 = Wµ1 = ger{(1,−1)} e Wλ2 = Wµ2 = ger{(1, 1)},
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donde se infere que TA e TB são ambos diagonalizáveis, e que

B = {(1,−1), (1, 1)}

é uma base de R2 que diagonaliza ambos esses operadores simultaneamente.

6.3 Polinômio Mı́nimo

Na seção anterior, vimos que as propriedades do polinômio caracteŕıstico de

um operador incidem em seu comportamento no que diz respeito a diagonali-

zação. No entanto, tais propriedades estabelecem apenas condições suficientes

e, portanto, não caracterizam operadores diagonalizáveis. Dito de outra forma,

não há condições necessárias sobre o polinômio caracteŕıstico de um operador

diagonalizável. Esse lapso é remediado por um outro polinômio associado a T,

dito mı́nimo, sobre o qual podem-se estabelecer tais condições (vide Corolário

6.2 na seção seguinte).

Introduziremos agora o conceito de polinômio mı́nimo de um operador e

verificaremos suas propriedades mais fundamentais. Posteriormente, veremos

que o polinômio mı́nimo tem uma ı́ntima relação com o polinômio caracteŕıs-

tico. Constataremos, também, que os polinômios mı́nimos desempenham um

papel fundamental em decomposição de operadores.

Dado um operador linear T ∈ L (V ), como sabemos, estão bem definidas

quaisquer combinações lineares de potências de T. Assim, dado um polinômio

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k ∈ P [t,R],

definimos o operador linear p(T ) ∈ L (V ) por

p(T ) = a0I + a1T + · · ·+ akT
k.

De forma inteiramente análoga, definimos p(A) ∈ M(n) para uma matriz

quadrada A ∈ M(n). Em particular, pelas Proposições 3.7 e 3.8, para qualquer

base B de V, vale a seguinte igualdade:

[p(T )]B = p([T ]B).
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Definição 6.1 (POLINÔMIO ANULADOR). Diz-se que um polinômio p ∈ P [t,R] é
um anulador de T, ou, equivalentemente, que p anula T, quando p(T ) é o

operador nulo de V, isto é, p(T )(v) = 0 ∀v ∈ V.

Verifiquemos que o polinômio p(t) = t2 + 1 anula o operador T ∈ L (R2),

cuja matriz com respeito à base canônica é:

[T ] =

[
0 −1

1 0

]
.

De fato, temos que

p([T ]) =

[
0 −1

1 0

]2
+

[
1 0

0 1

]
=

[
−1 0

0 −1

]
+

[
1 0

0 1

]
=

[
0 0

0 0

]
,

donde p(T ) = 0, isto é, p anula T.

No exemplo acima, o leitor atento pode ter notado que p é precisamente o

polinômio caracteŕıstico de T. Um clássico resultado da Álgebra Linear, conhe-

cido como Teorema de Cayley–Hamilton, afirma que esse fenômeno é t́ıpico,

isto é, todo operador linear é anulado por seu polinômio caracteŕıstico. Esta-

beleceremos esse teorema no Apêndice A (vide também Exerćıcio 10).

Por ora, verifiquemos que o conjunto dos polinômios que anulam um ope-

rador nunca é vazio. Para tanto, tomemos um operador não nulo T ∈ L (V ),

e lembremos que dimL (V ) = n2. Logo, o conjunto {I, T, T 2, . . . , T n2}, por
conter n2 + 1 operadores, é necessariamente LD em L (V ). Assim, existem

escalares a0 , . . . , an2 , não todos nulos, para os quais tem-se

a0I + a1T + · · ·+ an2T n2

= 0. (6.11)

Essa igualdade, porém, nos diz que o polinômio

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ an2tn
2

anula o operador linear T ∈ L (V ), mostrando que, de fato, o conjunto dos

anuladores de T é não vazio. Dessa forma, faz sentido introduzir o seguinte

conceito:
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Definição 6.2 (POLINÔMIO MÍNIMO). O polinômio mı́nimo de um operador linear

T ∈ L (V ) é o polinômio mônico de menor grau que anula T.

Verifiquemos que o polinômio mı́nimo está bem definido, isto é, que ele é

único. Antes, relembremos alguns fatos acerca de polinômios.

Primeiramente, um polinômio

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n ∈ P [t,R]

é dito de grau n, quando an 6= 0, e mônico, quando an = 1. Dados polinômios

p1 , p2 ∈ P [t,R], diz-se que p1 é um divisor de p2, quando existe q ∈ P [t,R],
tal que p2 = qp1 . Um polinômio p cujos únicos divisores são o próprio p e

polinômio constante 1 é dito primo ou irredut́ıvel .

Nesse contexto, apelaremos aos seguintes teoremas fundamentais:

Algoritmo da Divisão. Dados polinômios p1, p2 ∈ P [t,R], exitem únicos po-

linômios q, r ∈ P [t,R], os quais cumprem a igualdade

p2 = qp1 + r,

em que r = 0 ou grau (r) < grau (p1).

Teorema da Fatoração Única. Todo polinômio P [t,R] se expressa de forma

única como um produto de polinômios primos.

Considerando o Teorema da Fatoração Única, dizemos que dois polinômios

são primos entre si , quando não possuem fatores primos comuns.

Por fim, enfatizamos que, pelo Teorema Fundamental da Álgebra, um po-

linômio primo p ∈ P [t,R] tem grau 1 ou 2, sendo de uma das seguintes formas:

p(t) = at+ b, a 6= 0, b ∈ R, ou p(t) = at2 + bt+ c, a 6= 0, b2 − 4ac < 0.

A unicidade do polinômio mı́nimo de um operador T ∈ L (V ) segue-se

do algoritmo da divisão. Com efeito, suponha que m1 ,m2 ∈ P [t,R] sejam
polinômios mı́nimos de T. Pelo algoritmo da divisão, existem q , r ∈ P [t,R],
com r = 0 ou grau (r) < grau (m1), tais que m2 = m1q + r. Se tivéssemos
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r 6= 0, então, para alguma constante µ > 0, µr seria mônico e anularia T,

já que µr = µ(m2 − m1q). Isso, porém, contradiria a minimalidade de m1 .

Assim, devemos ter r = 0. Dáı, e do fato de m1 e m2 serem ambos mônicos e

de mesmo grau, segue-se que q = 1 e, portanto, que m1 = m2 .

Com o mesmo tipo de argumento, obtém-se o seguinte resultado:

Proposição 6.7. Sejam T ∈ L (V ) e p ∈ P [t,R] um anulador de T. Então, o

polinômio mı́nimo de T divide p .

Demonstração. Sejam q , r ∈ P [t,R], com r = 0 ou grau (r) < grau (m), tais

que p = qm+ r. Procedendo-se como acima, conclui-se que a minimalidade de

m seria violada se tivéssemos r 6= 0. Logo, p = qm e, portanto, o polinômio

mı́nimo m divide o anulador p. ■

Exemplo 6.3. Reconsideremos o operador T ∈ L (R2), tal que

[T ] =

[
0 −1

1 0

]
.

Conforme constatamos, p(t) = t2 + 1 é um anulador de T. Logo, o polinômio

mı́nimo de T é p ou um polinômio de grau 1, q(t) = t − λ. Veja que, no

último caso, se tivéssemos q(T ) = 0, teŕıamos T (v) = λv para todo v ∈ V, isto

é, T = λI. Por outro lado, é evidente que [T ] não é um múltiplo da matriz

identidade de M(2). Logo, o polinômio mı́nimo de T é p.

Exemplo 6.4. Seja T ∈ L (R3), tal que

[T ] =

 1 0 a

0 1 b

0 0 1

 ,

em que a, b 6= 0. O polinômio caracteŕıstico de T , como pode ser facilmente

verificado, é c(t) = (t − 1)3. Já adiantamos que o polinômio caracteŕıstico

sempre anula o operador correspondente, de modo que c anula T. Como no

exemplo anterior, pode-se ver que [T ] não é um múltiplo da matriz identidade

de M(3), pois a e b são não nulos. Logo, o polinômio mı́nimo de T tem grau

maior que 1. Além disso, pode-se verificar que ([T ]− [I])2 = 0, donde se infere

que o polinômio mı́nimo de T é m(t) = (t− 1)2.
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Fixemos, agora, v ∈ V e T ∈ L (V ). Em analogia com o discutido nos

parágrafos precedentes, observemos que o conjunto {v, T (v), . . . , T n(v)} é LD

em V, uma vez que o mesmo possui n+1 vetores, e n = dimV. Assim, existem

a0 , . . . , an ∈ R, não todos nulos, tais que

a0v + a1T (v) + · · ·+ anT
n(v) = 0.

Nesse caso, dizemos que o polinômio

p(t) = a0v + a1t+ · · ·+ ant
n

anula T em v. Isso nos leva ao seguinte conceito:

Definição 6.3. Dados v ∈ V e T ∈ L (V ), o polinômio mı́nimo de T em v, o

qual denotaremos por mv , é o polinômio mônico de menor grau que anula T

em v.

Procedendo-se como anteriormente, isto é, considerando-se o Algoritmo da

Divisão, verifica-se que o polinômio mı́nimo de um operador num vetor é único.

O mesmo se aplica à proposição seguinte:

Proposição 6.8. Sejam v ∈ V, T ∈ L (V ) e p ∈ P [t,R] um anulador de T em

v. Então, o polinômio mı́nimo de T em v divide p.

Segue-se da Proposição 6.8 que, para todo operador linear T ∈ L (V ), e

todo vetor v ∈ V, mv divide o polinômio mı́nimo de T. Com efeito, sendo o

polinômio mı́nimo de T um anulador de T, ele será, em particular, um anulador

de T em v.

Exemplo 6.5. Vimos que e1 e e2 são autovetores do operador T ∈ L (R3) do

Exemplo 6.4. Logo, me1 = me2 = t − 1. Temos, ainda, que T (e3) = (a, b, 1),

donde se infere que e3 não é autovetor de T, pois a, b 6= 0. Logo, o polinômio

mı́nimo de T em e3 é igual ao polinômio mı́nimo de T, isto é, me3(t) = m(t) =

(t− 1)2.

Concluindo esta seção, convém mencionarmos que, através do isomorfismo

natural entre L (V ) e M(n), os conceitos e resultados obtidos aqui, concer-

nentes a operadores, podem ser atribúıdos a matrizes. Assim, os autovalores
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e autovetores de uma matriz A são, por definição, aqueles do operador TA a

ela associado. Analogamente, o polinômio caracteŕıstico (respect. polinômio

mı́nimo) de A é, por definição, o polinômio caracteŕıstico (respect. polinômio

mı́nimo) de TA. Por fim, A será dita diagonalizável, se TA for diagonalizável.

Exemplo 6.6. Verifiquemos se a matriz

A =


−1 0 0 0

−1 1 1 −1

−1 0 0 0

−1 0 1 0


é, ou não, diagonalizável. Para tanto, determinemos seu polinômio caracteŕıs-

tico c(t) = det(tI − A). Temos que

c(t) = det(tI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t+ 1 0 0 0

1 t− 1 −1 1

1 0 t 0

1 0 −1 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (t+ 1)(t− 1)t2.

Logo, λ1 = −1, λ2 = 1 e λ3 = 0 são os autovalores de A. Procedendo-se como

no Exemplo 6.1, verifica-se que os correspondentes autoespaços são:

Wλ1 = ger{(1, 0, 1, 0)}, Wλ2 = ger{(0, 1, 0, 0)} e Wλ3 = ger{(0, 1, 0, 1)}.

Em particular, R4 6= Wλ1 ⊕ Wλ2 ⊕ Wλ3 . Segue-se, então, da Proposição 6.5,

que A não é diagonalizável. Verificaremos, no Exemplo 6.9, que o polinômio

mı́nimo de A coincide com seu polinômio caracteŕıstico.

6.4 O Teorema da Decomposição Primária

Estabeleceremos, agora, o anunciado Teorema da Decomposição Primária,

segundo o qual, para todo operador linear T ∈ L (V ), existe uma decomposi-

ção de V em subespaços T -invariantes, os quais são determinados pelos fatores

primos do polinômio mı́nimo de T. Faremos várias aplicações desse teorema,
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estabelecendo, inclusive, um resultado fundamental sobre operadores cujos po-

linômios mı́nimos se decompõem como um produto de polinômios de grau 1

(Teorema 6.1). Como consequência, obteremos a caracterização dos operadores

diagonalizáveis através de seus polinômios mı́nimos (Corolário 6.2).

Na demonstração do Teorema da Decomposição Primária, nos será útil o

seguinte resultado.

Lema 6.1. Seja T ∈ L (V ) um operador linear. Dados polinômios p, q ∈
P [t,R], são válidas as seguintes afirmações:

i) Os operadores p(T ) e q(T ) comutam.

ii) Para todo subespaço T -invariante W ⊂ V, vale a seguinte igualdade:

p(TW ) = p(T )|W .

Demonstração. (i) Suponhamos que p, q ∈ P [t,R] se escrevam como:

� p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 + ant

n;

� q(t) = b0 + b1t+ · · ·+ bm−1t
m−1 + bmt

m.

Assim, uma vez que duas potências quaisquer de T comutam, tem-se

p(T )q(T ) =
n∑

i=0

aiT
i

m∑
j=0

bjT
j =

m∑
j=0

bjT
j

n∑
i=0

aiT
i = q(T )p(T ),

em que estamos considerando T 0 = I.

(ii) Uma vez que W é T -invariante, verifica-se facilmente por indução que,

para todo i ∈ N, W é T i-invariante, isto é, T i(w) ∈ W ∀w ∈ W. Em particular,

T i(w) = T i
W (w) ∀w ∈ W. Assim,

p(TW )w =
n∑

i=0

aiT
i
W (w) =

n∑
i=0

aiT
i(w) = p(T )w,

donde se infere que p(TW ) = p(T )|W ■
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Teorema da Decomposição Primária. Sejam V um espaço vetorial de dimen-

são finita, e T ∈ L (V ) um operador linear em V. Suponha que o polinômio

mı́nimo de T seja dado por

m(t) = (p1(t))
s1 . . . (pk(t))

sk ,

em que p1 , . . . , pk são polinômios mônicos irredut́ıveis e distintos entre si. Nes-

sas condições, V admite a seguinte decomposição:

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk ,

em que Wi denota o núcleo de pi(T )
si. Além disso, para todo i = 1, . . . , k, são

válidas as seguintes afirmações:

i) Wi é T -invariante.

ii) O polinômio mı́nimo de TWi
é psii .

Demonstração. Observemos, inicialmente, que:

Wi := nuc pi(T )
si 6= {0} ∀i = 1, . . . , k.

Supondo, por absurdo, que Wi = {0} para algum i ∈ {1, . . . , n}, temos

que pi(T )
si : V → V é um isomorfismo. Pelo Lema 6.1-(i), os operadores

pj(T )
sj comutam. Por essa razão, no argumento que se segue, não perde-

remos generalidade se supusermos que i = k. Agora, existe w ∈ V, tal que

p1(T )
s1 . . . pk−1(T )

sk−1(w) 6= 0. Caso contrário, ps11 . . . p
sk−1

k−1 seria o polinômio

mı́nimo de T. Porém, sendo pk(T )
sk um isomorfismo, existe v ∈ V, tal que

pk(T )
sk(v) = w. Logo,

m(T )(v) = (p1(T ))
s1 . . . (pk(T ))

sk(v) 6= 0,

o que, obviamente, é uma contradição. Assim, Wi 6= {0} ∀i = 1, . . . , k.

Suponhamos, agora, que exista um vetor não nulo w ∈ Wi∩Wj , i 6= j. Nesse

caso, psii e p
sj
j anulam T em w e, portanto, mw divide ambos, o que é absurdo,
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visto que psii e p
sj
j são primos entre si. Logo, Wi∩Wj = {0} ∀i 6= j ∈ {1, . . . , k}.

Além disso, temos

V = nucm(T ) = nuc ((p1(T ))
s1 . . . (pk(T ))

sk).

Dessa forma (vide Exerćıcio 17 – Cap. 3),

dimV = dim (nucm(T )) ≤ dimW1 + · · ·+ dimWk = dim (W1 ⊕ · · · ⊕Wk),

donde se infere que V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk .

Vejamos agora que, pela comutatividade de T com pi(T )
si , cada subespaço

Wi é T -invariante. De fato, dado v ∈ Wi , tem-se

pi(T )
si(T (v)) = T (pi(T )

si(v)) = T (0) = 0,

donde T (v) ∈ Wi . Em particular, T = TW1 ⊕ · · · ⊕ TWk
.

Por fim, provemos que o polinômio mı́nimo de TWi
, o qual denotaremos por

mi, é p
si
i . Podemos supor, sem perda de generalidade, que i = 1. Considerando-

se o Lema 6.1-(ii), e o fato de W1 ser o núcleo de ps11 (T ), tem-se

ps11 (TW1) = ps11 (T )|W1 = 0,

isto é, ps11 é um anulador de TW1 . Logo, pela Proposição 6.7, m1 divide ps11 .

Definamos, então, o polinômio p = m1p
s2
2 . . . pskk e vejamos que o mesmo

anula T. De fato, tomando-se v = w1 + · · ·+wk ∈ V, wi ∈ Wi , e lembrando-se

que p
sj
j (T )(wj) = 0, tem-se

p(T )(v) = m1(T )p
s2
2 (T ) . . . pskk (T )(w1 + · · ·+ wk)

= m1(T )p
s2
2 (T ) . . . pskk (T )(w1 + · · ·+ wk−1) +

m1(T )p
s2
2 (T ) . . . pskk (T )(wk)

= m1(T )p
s2
2 (T ) . . . pskk (T )(w1 + · · ·+ wk−1).

Repetindo-se esse procedimento k − 1 vezes, chega-se facilmente a:

p(T )(v) = m1(T )p
s2
2 (T ) . . . pskk (T )(w1) = ps22 (T ) . . . pskk (T )m1(T )(w1)

= ps22 (T ) . . . pskk (T )m1(TW1)(w1) = 0.
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Dessa forma, psii é o polinômio mı́nimo de TWi
, pois, se não o fosse, o

polinômio p seria um anulador de T com grau menor que o do polinômio

mı́nimo m. Isso conclui a nossa demonstração. ■

Com a notação do Teorema da Decomposição Primária, observemos que, se

pi(t) = t−λi, então λi é um autovalor de T. Com efeito, sendo psii o polinômio

mı́nimo de TWi
, temos, em particular, que

0 = det(TWi
− λiIi)

si = (det(TWi
− λiIi))

si ,

em que Ii denota a aplicação identidade de Wi . Logo, det(TWi
− λiIi) = 0 e,

portanto, existe wi ∈ Wi − {0}, tal que

0 = (TWi
− λiIi)wi = (T − λiI)wi ,

donde wi é um autovetor de T com autovalor λi . Dessa forma, toda raiz do

polinômio mı́nimo de T é um de seus autovalores.

Reciprocamente, todo autovalor de T é uma raiz do polinômio mı́nimo m,

de T, uma vez que m é, em particular, um anulador de T (vide Exerćıcio 9).

O argumento acima aplicado ao caso em que pi(t) = t2+ bt+ c, nos garante

a existência de wi ∈ Wi − {0}, tal que

(T 2 + bT + cI)(wi) = 0,

isto é, T 2(wi) = −bT (wi)−cwi . Essa última igualdade nos diz que ger {wi , Twi}
é invariante por T. Além disso, esse subespaço tem dimensão 2, isto é, wi e

T (wi) são vetores LI. Caso contrário, existiria λi ∈ R, tal que T (wi) = λiwi , o

que nos daria, então,

0 = (T 2 + bT + cI)(wi) = (λ2
i + bλi + c)wi ,

donde λi seria uma raiz de pi , contradizendo o fato desse polinômio ser primo.

Segue-se, dessas considerações, o resultado seguinte:

Proposição 6.9. As seguintes afirmações a respeito de um operador linear T ∈
L (V ) são verdadeiras:
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� As ráızes do polinômio mı́nimo de T são os autovalores de T.

� V possui pelo menos um subespaço T -invariante de dimensão 1 ou 2.

Exemplo 6.7. Seja T ∈ L (R3) o operador de R3, o qual cumpre

[T ] =

 2 2 −1

1 0 1

2 −2 3

 .

No Exemplo 6.1, constatamos que T não é diagonalizável, e que seu polinômio

caracteŕıstico é c(t) = (t−2)2(t−1). Além disso, podemos verificar diretamente

que c(T ) = 0, T − 2I 6= 0 e T − I 6= 0, de modo que c é o polinômio mı́nimo

de T. (Vide, também, Corolário 6.2.)

Efetuemos a decomposição primária de T. Para tanto, devemos determinar

o núcleo dos operadores (T − 2I)2 e T − I. Tomando-se a matriz de T − 2I e

resolvendo-se, para v = (x, y, z) ∈ R3, a equação [T − 2I]2[v] = 0, obtém-se

W1 = nuc (T − 2I)2 = ger {(1, 0, 0), (0, 1, 2)}.

Já o núcleo de T − I é o autoespaço associado ao autovalor 1, o qual

verificamos ser o espaço gerado por (1,−2,−3). Logo,

W2 = nuc (T − I) = ger {(1,−2,−3)}.

Segue-se do Teorema da Decomposição Primária que T = TW1 ⊕ TW2 .

Observando-se que:

� TW1(1, 0, 0) = T (1, 0, 0) = (2, 1, 2) = 2(1, 0, 0) + (0, 1, 2);

� TW1(0, 1, 2) = T (0, 1, 2) = (0, 2, 4) = 0(1, 0, 0) + 2(0, 1, 2);

tem-se que a matriz de TW1 com respeito à base B1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 2)}, do
subespaço invariante W1 , é dada por:

[TW1 ]B1 =

[
2 0

1 2

]
.
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Logo, a matriz de T com respeito à base B = {(1, 0, 0), (0, 1, 2), (1,−2,−3)},
de R3, é:

[T ]B =

[
[TW1 ]B1

[TW2 ]B2

]
=

 2 0 0

1 2 0

0 0 1

 ,

em que B2 = {(1,−2,−3)} ⊂ W2 .

Exemplo 6.8. Consideremos a matriz

A =


1 −1 1 0

0 1 −1 −1

0 0 −1 −3

0 0 1 −1

 ,

e efetuemos a decomposição primária do operador T ∈ L (R4), tal que [T ] = A.

Temos que o polinômio caracteŕıstico de A é

c(t) = det(tI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t− 1 1 −1 0

0 t− 1 1 1

0 0 t+ 1 3

0 0 −1 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (t− 1)2(t2 + 2t+ 4).

Efetuando-se os cálculos, obtém-se c(A) = 0 (como esperado),

(A− I)2 =


0 0 −1 −2

0 0 1 5

0 0 1 2

0 0 −4 1

 e A2 + 2A+ 4I =


7 −4 3 −2

0 7 −3 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Logo, o polinômio mı́nimo de A (e de T ) é m = c. (Note que p(t) = t2 +2t+4

é um polinômio irredut́ıvel.)

Escalonando-se as matrizes (A−I)2 e A2+2A+4I, obtidas acima, conclui-se

facilmente que

� W1 = nuc (T − I)2 = ger{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)};
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� W2 = nuc (T 2 + 2T + 4I) = ger{(−10/7, 1, 0,−7), (3/7, 0, 1, 3)}.

Além disso, fazendo-se B1 = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)}, tem-se

� T (1, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0) = 1(1, 0, 0, 0) + 0(0, 1, 0, 0);

� T (0, 1, 0, 0) = (−1, 1, 0, 0) = −1(1, 0, 0, 0) + 1(0, 1, 0, 0).

Logo, a matriz de TW1 com respeito à base B1 é:

[TW1 ]B1 =

[
1 −1

0 1

]
.

Analogamente, fazendo-se B2 = {(−10/7, 1, 0,−7), (3/7, 0, 1, 3)}, obtém-se

[TW2 ]B2 =

[
8 −4

21 −10

]
.

Assim, T = TW1 ⊕ TW2 , e a matriz de T com respeito à base B = B1 ∪ B2 é:

[T ]B =

[
[TW1 ]B1

[TW2 ]B2

]
=


1 −1

0 1

8 −4

21 −10

 .

Uma das consequências mais importantes do Teorema da Decomposição

Primária é a caracterização dos operadores T ∈ L (V ) cujos polinômios mı́ni-

mos são da forma

m(t) = (t− λ1)
s1(t− λ2)

s2 . . . (t− λk)
sk ,

em que λi 6= λj quando i 6= j. Um tal operador se decompõe de forma única

como uma soma T = N +D, em que N ∈ L (V ) satisfaz N r = 0 para algum

inteiro r > 0, D ∈ L (V ) é diagonalizável, e N e D comutam. Conforme

constataremos no Apêndice A, essa caracterização de T, juntamente com o

Teorema da Decomposição Racional, assegura a existência de uma base B, de
V, tal que a matriz [T ]B assume uma forma especial, dita de Jordan.

A fim de provarmos e explorarmos a existência e unicidade da decomposi-

ção T = N +D, consideraremos inicialmente os operadores ditos nilpotentes,

conforme a definição e a proposição seguintes.
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Definição 6.4 (OPERADOR/MATRIZ NILPOTENTE). Diz-se que um operador linear

N ∈ L (V ) é nilpotente, quando N r = 0 para algum inteiro r > 0. Analoga-

mente, uma matriz A ∈ M(n) é dita nilpotente, quando Ar = 0 para algum

inteiro r > 0.

Proposição 6.10 (PROPRIEDADES DOS OPERADORES NILPOTENTES). São válidas as

seguintes afirmações:

i) N ∈ L (V ) será nilpotente se, e somente se, [N ]B for nilpotente para

toda base B ⊂ V.

ii) A única matriz de M(n) que é nilpotente e diagonal é a matriz nula.

iii) A soma de duas matrizes nilpotentes que comutam é uma matriz nilpo-

tente.

Demonstração. As propriedades (i) e (ii) são imediatas. A fim de provarmos

(iii), tomemos matrizes nilpotentes A,B ∈ M(n), tais que AB = BA. Nesse

caso, tem-se que que a fórmula binomial:

(a+ b)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
ak−ibi,

(
k

i

)
=

k!

i!(k − i)!
,

válida para quaisquer reais a e b e qualquer inteiro k > 0, se aplica às matrizes

A e B (vide Exerćıcio 3 – Cap. 1, onde discutimos o caso k = 2), isto é,

(A+B)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
AiBk−i.

Agora, uma vez que A e B são nilpotentes, existem inteiros positivos, r1
e r2, tais que Ar1 = Br2 = 0. Sendo assim, fazendo-se r = max{r1, r2} e

tomando-se k > 2r, tem-se

max{i, k − i} > r ∀i ∈ {0, . . . , k},

o que implica (A+B)k = 0. Logo, A+B é nilpotente. ■
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Teorema 6.1 (DECOMPOSIÇÃO T = N +D). Seja T ∈ L (V ) um operador linear

cujo polinômio mı́nimo se expressa como

m(t) = (t− λ1)
s1(t− λ2)

s2 . . . (t− λk)
sk (λi 6= λj ∀i 6= j).

Nessas condições, T se decompõe de forma única como uma soma

T = N +D,

em que N ∈ L (V ) é nilpotente, D ∈ L (V ) é diagonalizável, e ND = DN.

Demonstração. Façamos pi(t) = t − λi. Pelo Teorema da Decomposição Pri-

mária, temos que V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk e T = TW1 ⊕ · · · ⊕ TWk
, em que

Wi = nuc (pi(T )). Definamos, então, N,D ∈ L (V ) como

D = λ1IW1 ⊕ · · · ⊕ λkIWk
e N = T −D = p1(TW1)⊕ · · · ⊕ pk(TWk

),

em que IWi
denota a aplicação identidade de Wi. Claramente, D é diagonali-

zável. Além disso, para todo i ∈ {1, . . . , k}, λiIWi
e pi(TWi

) comutam. Logo,

vale o mesmo para D e N.

Temos também que psii é o polinômio mı́nimo de TWi
, donde (pi(TWi

))si = 0.

Logo, tomando-se um inteiro r ≥ max{s1, . . . , sk}, tem-se

N r = (p1(TW1))
r ⊕ · · · ⊕ (pk(TWk

))r = 0,

donde N é nilpotente. Isso mostra a existência da decomposição T = N +D.

Acrescentamos ainda que

TN = N2 +DN = N2 +ND = NT e TD = ND+D2 = DN +D2 = DT,

de modo que T comuta com ambos, D e N.

A fim de mostrarmos a unicidade da decomposição T = N+D, suponhamos

que existam um operador nilpotente N ′ ∈ L (V ), bem como um operador

diagonalizável D′ ∈ L (V ), os quais satisfaçam

T = N ′ +D′ e N ′D′ = D′N ′.
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Analogamente a N e D, N ′ e D′ comutam com T. Logo, os subespaços Wi

são invariantes por N ′ e por D′ (vide Exerćıcio 19). Além disso, escrevendo-

se D′
Wi

e N ′
Wi

para as restrições de D′ e N ′ a Wi, respectivamente, tem-se

que ambos, D′
Wi

e N ′
Wi
, comutam com λiIWi

. Logo, N ′ e D′ comutam com

D = T−N. Consequentemente, ambos comutam com N (pois ambos comutam

com T ).

Das igualdades D+N = T = D′+N ′, segue-se que N−N ′ = D′−D. Uma

vez que D e D′ comutam, pela Proposição 6.6, existe uma base B, de V, a qual

diagonaliza D e D′ simultaneamente. Ademais, pela comutatividade de N e

−N ′, temos que as matrizes (nilpotentes) [N ]B e −[N ′]B comutam. Dáı, e da

Proposição 6.10, segue-se que [N −N ′]B = [N ]B − [N ′]B é nilpotente. Assim,

[D′−D]B = [N −N ′]B é uma matriz diagonal e nilpotente, donde se infere que

[D′ −D]B = 0, isto é, N −N ′ = D′ −D = 0. ■

Como primeira consequência do Teorema 6.1, temos este elegante resultado

sobre diagonalização de operadores:

Corolário 6.2 (CARACTERIZAÇÃO DE OPERADORES DIAGONALIZÁVEIS). Um operador

linear T ∈ L (V ) será diagonalizável se, e somente se, existirem λ1 , . . . , λk ∈
R, dois a dois distintos, tais que:

m(t) = (t− λ1) . . . (t− λk), (6.12)

em que m é o polinômio mı́nimo de T.

Demonstração. Suponha que o polinômio mı́nimo de T se expresse como em

(6.12). Nesse caso, com a notação do Teorema 6.1, temos que o operador

nilpotente N da decomposição T = N +D é

N = p1(TW1)⊕ · · · ⊕ pk(TWk
) = m(T ) = 0,

donde T coincide com o operador diagonalizável D.

Suponhamos, agora, que T seja diagonalizável. Nesse caso, temos que

T = D, já que a decomposição T = N + D é única. Em particular, N = 0,

o que nos dá pi(TWi
) = 0 ∀i = 1, . . . , k. Logo, pi(t) = t − λi é o polinômio

mı́nimo de TWi
. Dáı, e do Teorema da Decomposição Primária, infere-se que o

polinômio mı́nimo de T é aquele dado em (6.12). ■
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Vejamos como se dá a decomposição T = N + D em termos de matrizes.

Com a notação do Teorema 6.1, para cada i = 1, . . . , k, fixemos uma base

Bi ∈ Wi, e tomemos a base B = B1∪ · · · ∪Bk, de V. Nessas condições, a matriz

de D com respeito à base B é diagonal, e suas entradas são os autovalores de

T, repetidos de acordo com a dimensão do subespaço invariante Wi associado.

Mais especificamente, tem-se

[D]B =


[λ1IW1 ]B1

[λ2IW2 ]B2

. . .

[λkIWk
]Bk

 ,

sendo

[λiIWi
]Bi

=


λi

λi

. . .

λi

 ∈ M(ni), di = dimWi.

A matriz de N com respeito à base B é simplesmente a diferença

[N ]B = [T ]B − [D]B,

em que

[T ]B =


[TW1 ]B1

[TW2 ]B2

. . .

[TWk
]Bk

 .

Exemplo 6.9. Reconsideremos a matriz

A =


−1 0 0 0

−1 1 1 −1

−1 0 0 0

−1 0 1 0

 .

No Exemplo 6.6, verificamos que A não é diagonalizável, e que seu polinômio

caracteŕıstico é c(t) = (t + 1)(t − 1)t2. Dáı, e do Corolário 6.2, tem-se que

c = m é o polinômio mı́nimo de A (e do operador T = TA ∈ L (R4)).
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Adotando-se a notação do Teorema 6.1, e procedendo-se como nos exemplos

precedentes, obtém-se os subespaços invariantes:

� W1 = nuc (T + I) = ger{(1, 0, 1, 0)};

� W2 = nuc (T − I) = ger{(0, 1, 0, 0)};

� W3 = nucT 2 = ger{(0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)},

os quais estão associados aos autovalores λ1 = −1, λ2 = 1 e λ3 = 0, respecti-

vamente. Dáı, fazendo-se

B1 = {(1, 0, 1, 0)}, B2 = {(0, 1, 0, 0)} e B3 = {(0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)},

tem-se que a matriz do operador diagonal da decomposição T = N +D com

respeito à base B = B1 ∪ B2 ∪ B3 é:

[D]B =


−1

1

0

0

 .

Calculando-se as imagens dos vetores da base B, conclui-se facilmente que

[T ]B =


−1

1

0 1

0 0

 .

Logo,

[N ]B = [T ]B − [D]B =


0

0

0 1

0 0

 .

Observe que [N ]2B = 0, o que confirma a nilpotência do operador N.
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Exerćıcios

Seções 6.1 e 6.2

1. Em cada item abaixo, é dada a matriz do operador T ∈ L (Rn) com

respeito à base canônica de Rn, em que n é a ordem da matriz dada.

Determine, em cada caso, o polinômio caracteŕıstico, os autovalores e os

autoespaços de T, e verifique se T é, ou não, diagonalizável.

a)

[
1 4

2 3

]

b)

 4 0 1

−2 1 0

−2 0 1



c)

 1 1 −1

0 1 0

1 0 1



d)


2 0 0 0

0 1 0 0

−1 1 1 0

0 0 0 −1


2. Sejam V um espaço vetorial bidimensional e T ∈ L (V ). Mostre que o

polinômio caracteŕıstico de T é

c(t) = t2 − (traçoT )t+ detT.

3. Seja T ∈ L (R2) um operador cuja matriz [T ] é simétrica. Mostre que T

é diagonalizável.

4. Suponha que o operador linear T : V → V seja invert́ıvel e que tenha

um autovalor λ. Mostre que λ 6= 0 e que 1/λ é um autovalor de T−1.

5. Seja T ∈ L (V ) um operador linear, tal que todos os vetores não nulos

de V são autovetores de T. Mostre que T = λI para algum λ ∈ R.

6. Dados T , T ′ ∈ L (V ), prove que TT ′ e T ′T têm os mesmos autovalores.

7. Seja T ∈ L (V ) um operador linear de posto 1. Mostre que uma e

somente uma das possibilidades ocorre:
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� T é diagonalizável;

� T 2 = 0.

8. Considere o Exerćıcio 25 do Caṕıtulo 3, e mostre que uma matriz A ∈
M(n) é diagonalizável se, e somente se, é semelhante a uma matriz

diagonal de M(n).

Seção 6.3

9. Dados T ∈ L (V ) e p ∈ P [t,R], prove que, se λ é autovalor de T, então

p(λ) é autovalor de p(T ). Conclua que, se p for um anulador de T, então

todo autovalor de T será uma raiz de p.

10. (Teorema de Cayley-Hamilton em dimensão 2 ). Sejam V e T como no

Exerćıcio 2. Mostre que o polinômio caracteŕıstico de T é um anulador

de T.

11. Sejam T, T ′ ∈ L (V ) operadores lineares. Suponha que T seja invert́ıvel,

e prove que TT ′ e T ′T têm o mesmo polinômio caracteŕıstico.

12. Sejam A,B ∈ M(n) matrizes semelhantes, de modo que existe uma

matriz invert́ıvel M ∈ M(n), a qual cumpre AM = MB. Mostre que:

a) Os polinômios caracteŕısticos de A e B são iguais.

b) p(B) = M−1p(A)M ∀p ∈ P [t,R].

c) Os polinômios mı́nimos de A e B são iguais.

13. Mostre que, para toda matriz A ∈ M(n), são válidas as seguintes afir-

mações:

a) Os polinômios caracteŕısticos de A e A∗ são iguais.

b) p(A∗) = (p(A))∗.

c) Os polinômios mı́nimos de A e A∗ são iguais.

14. Dados p ∈ P [t,R] e λ ∈ R, mostre que p(λI) = p(λ)I, em que I é o

operador identidade de V.
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15. Seja T ∈ L (V ) um operador linear que admite uma decomposição:

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk , T = TW1 ⊕ · · · ⊕ TWk
.

Dado p ∈ P [t,R], considere a representação matricial (6.4), bem como

as regras operacionais de matrizes diagonais por blocos, e mostre que

p(T ) = p(TW1)⊕ · · · ⊕ p(TWk
).

16. Dados os espaços vetoriais V e W, defina a projeção PV , de V ⊕W sobre

V, como um operador:

PV : V ⊕W → V ⊕W

v + w 7→ v.

Prove que PV é diagonalizável. Em seguida, determine seu polinômio

caracteŕıstico, seus autovalores e seu polinômio mı́nimo.

17. Mostre que um operador linear T ∈ L (V ) será invert́ıvel se, e somente

se, o termo constante de seu polinômio mı́nimo for não nulo.

Seção 6.4

18. Efetue a decomposição primária do operador T ∈ L (R4), tal que

[T ] =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 ,

e determine a matriz diagonal por blocos [T ]B correspondente a essa

decomposição.

19. Sejam T = TW1 ⊕ · · · ⊕ TWk
a decomposição primária de um operador

T ∈ L (V ), e T ′ ∈ L (V ) um operador que comuta com T. Mostre que

cada subespaço Wi é invariante por T ′.
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20. Suponha que o polinômio mı́nimo de um operador T ∈ L (V ) seja

m(t) = (t− λ1) . . . (t− λk), λi 6= λj ∀i 6= j ∈ {i, . . . k}.

Mostre que, nessas condições, m divide o polinômio caracteŕıstico de T.

21. Sejam T ∈ L (V ) um operador diagonalizável e W ⊂ V um subespaço

T -invariante. Considere o Corolário 6.2 e mostre que TW ∈ L (W ) é

diagonalizável.

22. Sejam T ∈ L (V ) um operador linear e W ⊂ V um subespaço T -

invariante. Aplique o Teorema da Decomposição Primária a TW e conclua

que vale a seguinte igualdade:

W = (W ∩W1)⊕ · · · ⊕ (W ∩Wk),

em que W1, . . . ,Wk são os subespaços invariantes da decomposição pri-

mária de T.

23. Seja A ∈ M(n) a matriz cujos vetores coluna, v1, . . . , vn ∈ Rn, são

definidos como v1 = 0 e vj = ej−1 ∀j = 2, . . . , n, isto é,

A =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


.

Mostre que A é nilpotente. Mais precisamente, mostre que An = 0 e

An−1 6= 0.

24. Mostre que os autovalores de um operador nilpotente N ∈ L (V ) são

todos nulos.
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25. Seja T ∈ L (R4) o operador linear, o qual cumpre

[T ] =


1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

0 2 3 0

 .

Efetue a decomposição T = N + D através das matrizes [T ]B, [N ]B e

[D]B, em que B = B1 ∪ · · · ∪ Bk, sendo Bi ⊂ Wi uma base qualquer do

subespaço T -invariante Wi advindo da decomposição primária de T .



7

Operadores em Espaços com
Produto Interno

Dando prosseguimento ao estudo dos operadores lineares em espaços de

dimensão finita, iniciado no caṕıtulo anterior, neste, os consideraremos no

contexto dos espaços munidos de produto interno.

O fato de que produtos internos definem geometrias em espaços vetoriais,

nos leva naturalmente ao estudo dos operadores lineares que preservem as

propriedades geométricas dos espaços onde estão definidos, isto é, que sejam

isometrias. Tais operadores, os quais constataremos existirem em abundância,

são chamados de ortogonais.

Neste cenário, surgem também os operadores ditos autoadjuntos, os quais

têm a propriedade que mais se deseja de um operador linear num espaço com

produto interno — traduzida no célebre Teorema Espectral — que é a de ser

diagonalizável por uma base ortonormal.

Faremos, neste caṕıtulo, uma breve consideração dos operadores ortogo-

nais, bem como dos operadores autoadjuntos, estabelecendo as suas proprie-

dades mais fundamentais. Em seguida, através dos operadores autoadjuntos,

estudaremos uma classe de funções definidas em espaços vetoriais, conhecidas

como formas quadráticas, as quais incidem em muitas teorias, e relacionam-se

com objetos matemáticos de diversas naturezas, tais como curvas, superf́ıcies

e equações diferenciais.

191
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7.1 A Adjunta de uma Transformação Linear

Os operadores que consideraremos neste caṕıtulo definem-se a partir de suas

relações com um outro operador, a cada um deles associado, dito o adjunto,

o qual introduziremos nesta seção. Na verdade, essa associação pode ser feita

com qualquer transformação linear, conforme o teorema seguinte.

Advertimos que, neste caṕıtulo, como no anterior, todos os espaços vetoriais

mencionados são, implicitamente, de dimensão finita. Lembramos ainda que

(V, 〈 , 〉) denota o espaço vetorial V munido de um produto interno 〈 , 〉.

Teorema 7.1 (EXISTÊNCIA E UNICIDADE DA ADJUNTA). Sejam (V, 〈 , 〉) e (W, 〈 , 〉)
espaços vetoriais de dimensão finita munidos de produto interno. Dada uma

transformação linear T ∈ L (V,W ), existe uma única transformação linear

T ∗ ∈ L (W,V ), a qual cumpre a seguinte igualdade:

〈T (v), w〉 = 〈v, T ∗(w)〉 ∀v ∈ V, w ∈ W. (7.1)

Demonstração. Sejam B = {v1 , . . . , vn} ⊂ V e B′ = {w1 , . . . , wm} ⊂ W bases

ortonormais de V e W, respectivamente. Defina T ∗ : W → V como a única

transformação linear de L (W,V ) para a qual se tem (vide Proposição 3.1)

T ∗(wi) =
n∑

k=1

〈T (vk), wi〉vk , i ∈ {1, . . . ,m}.

Nesse caso, para cada i ∈ {1, . . . ,m} e j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

〈vj , T ∗(wi)〉 =

〈
vj ,

n∑
k=1

〈T (vk), wi〉vk

〉
= 〈T (vj), wi〉,

de modo que (7.1) é satisfeita para os vetores das bases B e B′. Dáı, da linea-

ridade de T e T ∗, e da bilinearidade do produto interno, segue-se que (7.1) é

satisfeita para quaisquer v ∈ V e w ∈ W.

Suponhamos agora que T̃ ∈ L (W,V ) satisfaça:

〈T (v), w〉 = 〈v, T̃ (w)〉 ∀v ∈ V, w ∈ W.
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Então, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, tem-se

T̃ (wi) =
n∑

k=1

〈T̃ (wi), vk〉vk =
n∑

k=1

〈wi, T (vk)〉vk = T ∗(wi),

donde de conclui que T̃ = T ∗ e, portanto, que T ∗ é única. ■

A transformação linear T ∗ ∈ L (V,W ) no teorema acima é dita a adjunta

de T ∈ L (V,W ). Considerando-se as bases ortonormais B ⊂ V e B′ ⊂ W

como na demonstração, tem-se

[T ∗]BB′ = ([T ]B
′

B )∗. (7.2)

Dito de forma simples, com respeito a bases ortonormais de V e W , a

matriz de T ∗ é a transposta da matriz de T. De fato, pondo-se

[T ]B
′

B = (aij)m×n e [T ∗]BB′ = (a∗ij)n×m,

tem-se

T (vj) =
m∑
k=1

akjwk e T ∗(wi) =
n∑

k=1

a∗kivk .

Logo, fixando-se i e j, e tomando-se o produto interno em ambos os membros

das equações acima por wi e vj , respectivamente, obtém-se

aij = 〈T (vj), wi〉 = 〈vj, T ∗(wi)〉 = a∗ji ,

o que implica (7.2).

Segue-se diretamente das propriedades da transposição de matrizes, bem

como da igualdade (7.2), que a adjunção de transformações lineares tem as

seguintes propriedades:

i) (T ∗)∗ = T ∀T ∈ L (V,W ) ;

ii) (λT + Z)∗ = λT ∗ + Z∗ ∀T, Z ∈ L (V,W ), λ ∈ R ;

iii) (ZT )∗ = T ∗Z∗ ∀T ∈ L (V,W ), Z ∈ L (W,U).
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Note que, pela propriedade (ii), a aplicação

T ∈ L (V,W ) 7→ T ∗ ∈ L (W,V )

é linear.

Segue-se também das propriedades da adjunção que, dado um polinômio

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k ∈ P [t,R],

tem-se, para todo T ∈ L (V, 〈 , 〉), que

p(T ∗) = a0I + a1T
∗ + · · ·+ ak(T

k)∗

= (a0I + a1T + · · ·+ akT
k)∗ = (p(T ))∗. (7.3)

Em particular, o polinômio mı́nimo de T anula T ∗ e vice-versa, donde se

obtém o seguinte resultado.

Proposição 7.1. O polinômio mı́nimo de todo operador T ∈ L (V, 〈 , 〉) é igual

ao polinômio mı́nimo de seu adjunto T ∗ ∈ L (V, 〈 , 〉).

Exemplo 7.1. Seja T : R2 → R3 a transformação linear

T (x1, x2) = (x1 − 2x2 , 3x1 + x2 , x1).

Uma vez que

[T ] =

 1 −2

3 1

1 0

 ,

temos que

[T ∗] = [T ]∗ =

[
1 3 1

−2 1 0

]
.

Logo, T ∗ : R3 → R2 é dada por

T ∗(x1, x2 , x3) = (x1 + 3x2 + x3 ,−2x1 + x2).

Encerremos esta seção estabelecendo uma propriedade clássica do operador

adjunto.
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Proposição 7.2. Sejam T ∈ (V, 〈 , 〉) um operador linear e W ⊂ V um subes-

paço T -invariante. Então W⊥ ⊂ V é T ∗-invariante.

Demonstração. Dado w⊥ ∈ W⊥, temos, para todo w ∈ W, que 〈T (w), w⊥〉 = 0,

pois W é T -invariante. Logo,

0 = 〈T (w), w⊥〉 = 〈w, T ∗w⊥〉,

donde se infere que T ∗(w⊥) ∈ W⊥ e, portanto, que W⊥ é T ∗-invariante. ■

7.2 Operadores Ortogonais

Nesta seção, introduziremos os operadores ortogonais, os quais, conforme

aludimos à introdução, são as isometrias lineares de um espaço vetorial munido

de produto interno.

Definição 7.1 (OPERADOR ORTOGONAL). Diz-se que um operador linear T ∈
L (V, 〈 , 〉) é ortogonal , quando satisfaz TT ∗ = I.

Assim, um operador linear ortogonal é invert́ıvel, tendo seu adjunto como

operador inverso (vide Exerćıcio 24 – Cap. 3).

Vejamos que um operador ortogonal pode ser caracterizado de diversas

maneiras, conforme a proposição seguinte.

Proposição 7.3 (CARACTERIZAÇÃO DE OPERADORES ORTOGONAIS). As seguintes afir-

mações a respeito de um operador linear T ∈ L (V, 〈 , 〉) são equivalentes:

i) T é ortogonal.

ii) T preserva produto interno, isto é, 〈T (v), T (w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w,∈ V.

iii) T preserva norma, isto é, ‖T (v)‖ = ‖v‖ ∀v ∈ V.

iv) T preserva distância, isto é, dist (T (v), T (w)) = dist (v, w) ∀v, w ∈ V.
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Demonstração. Dado T ∈ L (V, 〈 , 〉), tem-se, para quaiquer v, w ∈ V, que

〈T (v), T (w)〉 = 〈v, T ∗T (w)〉,

donde se infere que T preserva produto interno se, e somente se, T ∗T = I.

Logo (i) e (ii) são equivalentes.

Segue-se diretamente da identidade de polarização (vide Exerćıcio 5 – Cap.

??) que T preserva norma se, e somente se, preserva produto interno, donde se

infere que (ii) e (iii) são equivalentes.

Suponhamos que (iii) se cumpra. Então,

dist (T (v), T (w)) = ‖T (v)− T (w)‖ = ‖T (v − w)‖ = ‖v − w‖ = dist (v, w),

donde T preserva distância. Reciprocamente, se T preserva distância, para

todo v ∈ V, tem-se

‖T (v)‖ = dist (T (v), T (0)) = dist (v, 0) = ‖v‖,

isto é, T preserva norma. Isso prova que (iii) e (iv) são equivalentes e conclui,

dessa forma, a demonstração. ■

Uma aplicação (V, 〈 , 〉) → (V, 〈 , 〉) que preserva distância é dita uma iso-

metria de (V, 〈 , 〉). Segue-se, portanto, da Proposição 7.3, que os operadores

ortogonais T ∈ L (V, 〈 , 〉) são as únicas isometrias lineares de (V, 〈 , 〉).

Definição 7.2 (MATRIZ ORTOGONAL). Diz-se que uma matriz A ∈ M(n) é orto-

gonal , quando seus vetores coluna formam uma base ortonormal de Rn.

Segue-se da Proposição 7.3 que todo operador ortogonal T ∈ L (V, 〈 , 〉)
leva bases ortonormais em bases ortonormais. Assim, os vetores coluna da

matriz de um tal operador com respeito a uma base ortonormal B, de V,

formam uma base ortonormal de V. Logo, a matriz [T ]B é ortogonal.

Reciprocamente, dado um operador T ∈ L (V, 〈 , 〉), supohamos que

B = {v1, . . . , vn} ⊂ (V, 〈 , 〉)

seja uma base ortonormal, e que [T ]B seja uma matriz ortogonal. Uma vez que

os vetores coluna de [T ]B são T (v1), . . . , T (vn) (expressos em coordenadas com
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respeito à base B), tem-se que B′ = {T (v1), . . . , T (vn)} é também uma base

ortonormal de (V, 〈 , 〉). Assim, dado v = (x1, . . . , xn)B ∈ V, tem-se

‖T (v)‖2 = ‖x1T (v1) + · · ·+ xnT (vn)‖2 = x2
1 + · · ·+ x2

n = ‖v‖2,

isto é, T preserva norma. Logo, pela Proposição 7.3, T é ortogonal.

Em suma, vale o resultado seguinte:

Proposição 7.4. Sejam T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador num espaço vetorial com

produto interno, e B uma base ortonormal de V. Então, T será ortogonal se,

e somente se, [T ]B for ortogonal.

Corolário 7.1. Uma matriz A ∈ M(n) será ortogonal se, e somente se, satis-

fizer as igualdades:

AA∗ = A∗A = I.

Demonstração. Seja T ∈ L (Rn), tal que [T ] = A. Pela Proposição 7.4, a

ortogonalidade de T equivale à ortogonalidade de A. Porém, por definição, a

ortogonalidade de T é equivalente à igualdade TT ∗ = T ∗T = I. Dáı, e da

Proposição 3.8, segue-se o resultado. ■

Exemplo 7.2 (OPERADORES ORTOGONAIS EM ESPAÇOS BIDIMENSIONAIS). Considere

um espaço vetorial bidimensional (V, 〈 , 〉) e um operador ortogonal T definido

em V. Dada uma base ortonormal B ⊂ V, suponha que

[T ]B =

[
a b

c d

]
.

Uma vez que os vetores coluna dessa matriz são ortonormais, existe θ ∈ [0, 2π),

tal que (a, c)B = (cos θ, sin θ)B e (b, d)B = ±(−sin θ, cos θ)B , isto é,

[T ]B =

[
cos θ −sin θ

sin θ cos θ

]
ou [T ]B =

[
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

]
.

Observe que, no primeiro caso, o polinômio caracteŕıstico de T é c(t) =

t2 + 1, o qual não possui ráızes reais. Em particular, T não é diagonalizável.
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Já no segundo caso, o polinômio caracteŕıstico é c(t) = t2 − 1, cujas ráızes são

1 e −1, donde T é diagonalizável.

Acrescentamos ainda que, quando V = R2, no primeiro caso, T (v) corres-

ponde a uma rotação do vetor v de um ângulo θ no sentido anti-horário. De

fato, supondo-se, sem perda de generalidade, que B é a base canônica de R2,

para todo vetor não nulo v = (x, y) ∈ R2, tem-se

〈T (v), v〉 = 〈(x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ), (x, y)〉 = (x2 + y2) cos θ.

Desta forma, uma vez que x2 + y2 = ‖v‖2 e ‖T (v)‖ = ‖v‖, fazendo-se
ϕ = ∢(T (v), v), tem-se

cosϕ =
〈T (v), v〉
‖T (v)‖ ‖v‖

=
‖v‖2 cos θ

‖v‖2
= cos θ,

donde θ = ϕ, se θ ∈ (0, π), ou θ = 2π − ϕ, caso contrário (Fig. 7.1).

ϕ

θ = 2π − ϕ

T (v)

vθ = ϕ
v

T (v)

Figura 7.1: A rotação de um ângulo θ > 0 em R2.

Veremos, agora, que um operador ortogonal pode ser decomposto numa

soma de operadores como os do Exemplo 7.2. Com esse fim, consideremos as

propriedades dos operadores ortogonais destacadas na proposição seguinte.

Proposição 7.5. As seguintes afirmações acerca de um operador ortogonal T ∈
L (V, 〈 , 〉) são verdadeiras:
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i) Os únicos (posśıveis) autovalores de T são 1 e −1.

ii) Dois autovetores de T associados a autovalores distintos são ortogonais.

iii) Se W ⊂ V for um subespaço T -invariante, então W⊥ será T -invariante.

Demonstração. Suponha que, para algum λ ∈ R, e algum vetor não nulo v ∈ V,

valha a igualdade T (v) = λv. Dáı, uma vez que T preserva norma, obtém-se

‖v‖ = ‖T (v)‖ = |λ|‖v‖,

donde |λ| = 1 e, portanto, λ = ±1. Isso prova (i).

Suponha agora que v, w ∈ V satisfaçam T (v) = v e T (w) = −w. Então,

〈v, w〉 = 〈T (v), T (w)〉 = −〈v, w〉,

donde 〈v, w〉 = 0, o que prova (ii).

Para provarmos (iii), observemos inicialmente que, sendo W um subespaço

T -invariante, e T um operador invert́ıvel, temos que TW : W → W é injetivo

e, portanto, bijetivo. Em particular, T ∗(W ) = T−1(W ) = W. Assim, para

quaisquer w ∈ W e v ∈ W⊥, tem-se

〈T (v), w〉 = 〈v, T ∗(w)〉 = 0,

isto é, T (v) ∈ W⊥. Logo, W⊥ é T -invariante. ■

Teorema 7.2. Para todo operador ortogonal T ∈ L (V, 〈 , 〉), existe uma base

ortonormal de V, B, tal que [T ]B é uma matriz diagonal em blocos da seguinte

forma:

[T ]B =


Ik1

−Ik2
Aθ1

. . .

Aθr

 , (7.4)

em que Iki denota a matriz identidade de ordem ki , e Aθi é dada por:

Aθi =

[
cos θi −sen θi
sen θi cos θi

]
.
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Demonstração. Sejam W 1 e W 2 os autoespaços definidos pelos autovalores 1

e −1, respectivamente. Ponha W = W 1 ⊕ W 2 , e considere o complemento

ortogonal de W, W⊥. Uma vez que W é T -invariante, pela Proposição 7.5-(ii),

W⊥ é T -invariante.

Observemos que W⊥ não contém subespaços T -invariantes de dimensão

1, pois, pela Proposição 7.5-(i), todos os autovetores de T estão em W. No

entanto, pela Proposição 6.9, W⊥ contém um subespaço bidimensional, W1, o

qual é T -invariante. Uma vez que W1 não contém autovetores de T , temos,

pelas considerações do Exemplo 7.2, que a matriz de TW1 com respeito a uma

base ortonormal de W1 é Aθ1 , para algum θ1 ∈ R.
Agora, basta notarmos que W⊥

1 é T -invariante, de modo que, procedendo

indutivamente, obtemos um número finito de subespaços bidimensionais T -

invariantes, W1 , . . . ,Wr , os quais, juntamente com W 1 e W 2 , satisfazem:

V = W 1 ⊕W 2 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wr .

Observando-se que os subespaços dessas descomposições são ortogonais en-

tre si, segue-se dessa última igualdade que, tomando-se bases ortonormais em

cada um dos subespaços Wi e W i e unindo-as, obtém-se uma base B, de V, tal
que a matriz [T ]B é como em (7.4), sendo k1 e k2 as dimensões dos autoespaços

W 1 e W 2, respectivamente. ■

No teorema acima, deve-se observar que a decomposição do operador or-

togonal T é geral, isto é, para um determinado T , pode ocorrer de alguns dos

subespaços W i ou Wi não fazerem parte da decomposição de V.

7.3 Operadores Autoadjuntos

Nesta seção, faremos nossas considerações a respeito dos operadores auto-

adjuntos, os quais, conforme anunciamos, protagonizam um dos mais profundos

resultados da teoria de operadores lineares: o Teorema Espectral.

Definição 7.3 (OPERADOR AUTOADJUNTO). Um operador T ∈ L (V, 〈 , 〉) é dito

autoadjunto, quando T = T ∗, isto é, quando satisfaz

〈T (v), w〉 = 〈v, T (w)〉 ∀v, w ∈ V. (7.5)
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Exemplo 7.3. Dado um subespaço não trivial W ⊂ (V, 〈 , 〉), podemos conside-

rar a projeção ortogonal de V sobre W como um operador PW : V → V, cuja

imagem é W. Desse ponto de vista, segue-se da simetria da projeção ortogonal

que PW é autoadjunto (vide Cap. 5).

Exemplo 7.4. Segue-se da igualdade (7.3) que, se T ∈ L (V, 〈 , 〉) for um opera-

dor autoadjunto, então, para qualquer polinômio p ∈ P [t,R], p(T ) será autoad-
junto. Em particular potências de operadores autoadjuntos são autoadjuntos.

Observação 7.1. A fim de mostrar que um operador T ∈ L (V, 〈 , 〉) é autoad-
junto, basta verificarmos a validez da igualdade (7.5) numa base de V. Com

efeito, suponha que B = {v1, . . . , vn} seja uma base de V, tal que

〈T (vi), vj〉 = 〈vi, T (vj)〉 ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Então, dados v = (x1, . . . , xn)B, w = (y1, . . . , yn)B ∈ V, tem-se

〈T (v), w〉 =

〈
n∑

i=1

xiT (vi),
n∑

j=1

yjvj

〉
=

〈
n∑

i=1

xivi,
n∑

j=1

yjT (vj)

〉
= 〈v, T (w)〉,

donde T é autoadjunto.

Operadores autoadjuntos podem ser caracterizados através de suas matrizes

com respeito a bases ortonormais, conforme a proposição seguinte.

Proposição 7.6. Sejam T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador linear e B = {u1, . . . , un}
uma base ortonormal de V. Então, T será autoadjunto se, e somente se, a

matriz [T ]B for simétrica.

Demonstração. Pondo-se [T ]B = (aij)n×n, temos que

T (vj) =
n∑

i=1

aijvi.

Dáı, uma vez que B é ortonormal, obtém-se aij = 〈T (vj), vi〉. Dessa forma, a

igualdade 〈T (vi), vj〉 = 〈vi, T (vj)〉 ocorrerá se, e somente se, tivermos aij = aji,

donde T se infere que T será autoadjunto se, e somente se, [T ]B for simétrica

(vide Observação 7.1). ■
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Exemplo 7.5. O operador T ∈ L (R3), tal que1 π e

π
√
2 1/2

e 1/2 0


é autoadjunto, pois sua matriz com respeito à base (ortonormal) canônica de

R3 é simétrica.

Verifiquemos algumas propriedades dos operadores autoadjuntos, as quais

aplicaremos na demonstração do Teorema Espectral.

Proposição 7.7. As seguintes afirmações a respeito de um operador autoadjunto

T ∈ (V, 〈 , 〉) são verdadeiras:

i) Se T k = 0 para algum k ∈ N, então T = 0.

ii) Se p(t) = t2 + bt+ c for irredut́ıvel, então p(T ) será invert́ıvel.

iii) Autovetores de T associados a autovalores distintos são ortogonais.

Demonstração. (i) O resultado é evidente para k = 1. Suponhamo-lo verda-

deiro para k ∈ N e provemo-lo verdadeiro para k + 1, donde o resultado se

seguirá do Prinćıpio da Indução.

Suponhamos, então, que valha T k+1 = 0. Assim, para todo v ∈ V, teremos

0 = 〈T k+1(v), T k−1(v)〉 = 〈T k(v), T k(v)〉,

donde T k(v) = 0, isto é, T k = 0. Logo, pela hipótese de indução, T = 0.

(ii) Suponhamos, por absurdo, que exista um vetor u ∈ V, tal que

p(T )u = 0, ‖u‖ = 1.

Nesse caso, uma vez que |〈Tu, u〉| ≤ ‖Tu‖ (pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz) e 〈T 2u, u〉 = ‖Tu‖2 (por T ser autoadjunto), para b ≥ 0, tem-se

0 = 〈p(T )u, u〉 = ‖Tu‖2 + b〈Tu, u〉+ c ≥ ‖Tu‖2 − b‖Tu‖+ c = p(−‖Tu‖).
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Analogamente, se b < 0, tem-se p(‖Tu‖) ≤ 0. Porém, sendo p um polinômio

mônico quadrático e irredut́ıvel, devemos ter p(t) > 0 ∀t ∈ R. Dessa contra-

dição, segue-se que nuc p(T ) = {0}, donde se infere que p(T ) é um operador

injetivo e, portanto, invert́ıvel.

(iii) Suponhamos que v1 , v2 ∈ V sejam autovetores T, cujos corresponden-

tes autovalores, λ1 e λ2 , são distintos. Nessas condições, temos que:

0 = 〈T (v1), v2〉 − 〈v1 , T (v2)〉 = (λ1 − λ2)〈v1 , v2〉,

donde se infere que 〈v1 , v2〉 = 0, já que λ1 6= λ2 . ■

No que se segue, apresentaremos uma demonstração inédita do Teorema

Espectral, a qual apoia-se no Teorema da Decomposição Primária(i), visto no

caṕıtulo anterior, bem como na caracterização dos operadores diagonalizáveis

por meio de seus polinômios mı́nimos, estabelecida no Corolário 6.2.

Teorema Espectral. Todo operador autoadjunto T ∈ L (V ) é diagonalizável.

Consequentemente, existe uma base ortonormal de V, a qual é formada por

autovetores de T.

Demonstração. Consideremos a decomposição do polinômio mı́nimo de T :

m = ps11 . . . pskk ,

em que p1 , . . . , pk ∈ P [t,R] são primos, distintos, e de grau 1 ou 2. Pelo

Teorema da Decomposição Primária, para cada i = 1, . . . , k, temos que

Wi = nuc (pi(T ))
si

é não trivial e T -invariante. Além disso, psii é o polinômio mı́nimo de TWi
,

donde (pi(TWi
))si = 0. Porém, sendo T um operador autoadjunto, e Wi um

subespaço T -invariante, temos que TWi
∈ L (Wi) é autoadjunto. Logo, pi(TWi

)

(i)Vide: R. F. de Lima, O Teorema Espectral e suas Misteriosas Relações com o

Teorema da Decomposição Primária. Revista Matemática Universitária, 2022. DOI:

10.21711/26755254/rmu20227.
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é autoadjunto (vide (7.3)). Dessa forma, pela Proposição 7.7-(i), pi(TWi
) = 0,

isto é, pi é o polinômio mı́nimo de TWi
. Temos, também, pela Proposição 7.7-

(ii), que pi não pode ser de grau 2, já que o núcleo de pi(T ) é não trivial.

Segue-se das considerações acima que existem λ1 , . . . λk ∈ R, tais que

m(t) = (t− λ1) . . . (t− λk).

Logo, pelo Corolário 6.2, T é diagonalizável e os espaços T -invariantes Wi são,

na verdade, os autoespaços Wλi
.

Agora, Pela Proposição 7.7-(iii), os autoespaços Wλi
são ortogonais entre

si. Sendo assim, tomando-se em cada subespaço Wλi
uma base ortonormal

Bi, tem-se que B = B1 ∪ · · · ∪ Bk é uma base ortonormal de V formada por

autovetores de T. ■

Exemplo 7.6. Consideremos o operador T ∈ L (R3), o qual cumpre

[T ] =

1 0 1

0 1 1

1 1 −1

 .

Uma vez que a base canônica de (R3, 〈 , 〉) é ortonormal, e a matriz [T ] é

simétrica, temos que o operador T é autoadjunto. Determinemos, pois, uma

base ortonormal de R3 formada por autovetores de T.

O polinômio caracteŕıstico de T, c(t) = det(tI − T ), é dado por

c(t) = (t− 1)(t2 − 3),

de modo que seus autovalores são λ1 = 1, λ2 =
√
3 e λ3 = −

√
3.Os autoespaços

correspondentes são:

� Wλ1 = ger{(1,−1, 0)};

� Wλ2 = ger{(1 +
√
3, 1 +

√
3, 2)};

� Wλ3 = ger{(1−
√
3, 1−

√
3, 2)}.
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Como esperado, a base

B = {(1,−1, 0), (1 +
√
3, 1 +

√
3, 2), (1−

√
3, 1−

√
3, 2)}

é ortogonal. Normalizando-a, obtém-se a base ortonormal B′ = {u1, u2, u3},
em que

� u1 =
(√

2
2
,−

√
2
2
, 0
)
;

� u2 =

(
1+

√
3

2
√

3+
√
3
, 1+

√
3

2
√

3+
√
3
, 1√

3+
√
3

)
;

� u2 =

(
1−

√
3

2
√

3−
√
3
, 1−

√
3

2
√

3−
√
3
, 1√

3−
√
3

)
.

Na próxima seção, onde estudaremos as formas quadráticas, aplicaremos o

Teorema Espectral, bem como outras propriedades dos operadores autoadjun-

tos.

7.4 Formas Quadráticas

Existe uma classe de funções polinomiais de duas variáveis reais, ditas

formas quadráticas, as quais surgem naturalmente em diversos contextos da

Geometria e da Análise. Uma tal função define-se como

Q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2, (x, y) ∈ R2,

em que a, b e c são constantes reais.

Temos, por exemplo, que uma cônica de R2 pode ser descrita como um

conjunto de pontos que satisfaz uma equação do tipo

Q(x, y) = 1.

A depender de a, b e c, a cônica será uma elipse, parábola ou hipérbole.

Já em análise, as formas quadráticas desempenham um papel fundamental

no estudo de máximos e mı́nimos de funções de duas variáveis, uma vez que a

derivada segunda de uma tal função (num ponto) é uma forma quadrática.
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Nos dois casos citados acima, a propriedade de Q que determinará o tipo de

cônica, ou o tipo de ponto cŕıtico, máximo ou mı́nimo, está ligada à sua “posi-

tividade”. Para que isso fique mais claro, consideremos o operador autoadjunto

T ∈ L (R2) definido pela matriz

[T ] =

[
a b

b c

]
,

e observemos que Q e T relacionam-se através da igualdade

Q(x, y) = 〈(x, y), T (x, y)〉. (7.6)

Tomemos, então, uma base ortonormal B = {e′1 , e′2)} ⊂ R2 que diagonaliza

T. Assim, dado v = (x′, y′)B ∈ R2, tem-se

Q(v) = Q(x′, y′)B = x′T (e′1) + y′T (e′2) = x′λ1e
′
1 + y′λ2e

′
2 ,

em que λ1 e λ2 são os autovalores de T. Logo,

Q(x′, y′)B = λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2. (7.7)

Segue-se de (7.7) que a equação Q(v) = 1 representará uma:

� elipse, se λ1 e λ2 forem positivos;

� hipérbole, se λ1λ2 < 0;

� parábola, se λ1 > 0 e λ2 = 0 ou λ1 = 0 e λ2 > 0.

Os casos remanescentes, por exemplo λ1 e λ2 negativos, são ditos degene-

rados e não resultam em cônicas.

Segue-se também da igualdade (7.7) que Q será uma função positiva, se

λ1 e λ2 forem ambos positivos. Nesse caso, se Q for a derivada segunda de

uma função num ponto cŕıtico, este será necessariamente um mı́nimo local.

Analogamente, se λ1 e λ2 forem ambos negativos, o ponto cŕıtico será um

máximo local. Por fim, se λ1λ2 < 0, o ponto cŕıtico não será mı́nimo ou

máximo local.

Considerando-se a igualdade (7.6), pode-se introduzir o conceito de forma

quadrática num espaço vetorial arbitrário (V, 〈 , 〉) :
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Definição 7.4 (FORMA QUADRÁTICA). Seja T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador autoad-

junto. A forma quadrática Q associada a T é a função Q : V → R, a qual se

define pela igualdade:

Q(v) = 〈v, T (v)〉, v ∈ V.

Uma forma quadrática Q é dita:

i) positiva, se Q(v) > 0 ∀v 6= 0;

ii) negativa, se Q(v) < 0 ∀v 6= 0;

iii) indefinida, se Q(v1) > 0 e Q(v2) < 0 para algum par v1 , v2 ∈ V.

Em (i) e (ii), valendo as desigualdades com ≥ e ≤, diz-se que Q é não negativa

e não positiva, respectivamente.

Definição 7.5 (OPERADOR POSITIVO/NEGATIVO). Diz-se que um operador T ∈
L (V, 〈 , 〉) é positivo (resp. negativo, não positivo, não negativo), quando é

autoadjunto, e a forma quadrática Q(v) = 〈v, T (v)〉 a ele associada é positiva

(resp. negativa, não positiva, não negativa).

Exemplo 7.7 (QUADRADO DA NORMA). Para todo espaço vetorial (V, 〈 , 〉), a fun-

ção Q(v) = ‖v‖2 é a forma quadrática (positiva) em V, a qual é associada ao

operador identidade de V. Com efeito,

Q(v) = 〈v, v〉 = 〈v, I(v)〉 ∀v ∈ V.

Exemplo 7.8. Consideremos a função Q : R3 → R definida por

Q(x1, x2, x3) = 3x2
1 − x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 8x2x3,

e verifiquemos que Q é uma forma quadrática. Para tanto, tomemos o operador

T ∈ L (R3), o qual satisfaz:

[T ] =

 3 −1 2

−1 −1 −4

2 −4 1

 ,
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isto é,

T (x,1 , x2, x3) = (−3x1 − x2 + 2x3,−x1 − x2 − 4x3, 2x1 − 4x2 + x3).

Uma vez que a base canônica de R3 é ortonormal (lembre-se que estamos

considerando, sempre, o produto interno canônico em Rn) e [T ] é simétrica,

temos que T é autoadjunto. Além disso, pode-se verificar facilmente que

Q(x1, x2, x3) = 〈(x1, x2, x3), T (x1, x2, x3)〉 ∀(x1, x2, x3) ∈ R3.

Logo, Q é a forma quadrática em R3 associada a T.

Observemos que, no exemplo acima, a expressão da forma quadrática Q em

coordenadas com respeito à base (ortonormal) canônica de R3 é um polinômio

homogêneo de grau 2. Ademais, os coeficientes desse polinômio determinam as

entradas da matriz [T ] = (aij). Mais especificamente, aii é o coeficiente de x2
i

e, para i < j, aij = aji é a metade do coeficiente de xixj.

Convém observar também que, identificando-se uma matriz 1 × 1 com sua

única entrada, temos que Q se expressa em termos de matrizes como:

Q(x1, x2, x3) =
[
x1 x2 x3

]  3 −1 2

−1 −1 −4

2 −4 1

x1

x2

x3

 ,

isto é, ponde-se v = (x1, x2, x3), vale a igualdade:

Q(v) = [v]∗[T ] [v] ∀v ∈ R3.

Vejamos que esse cenário se apresenta para qualquer forma quadrática

Q(v) = 〈T (v), v〉, v ∈ V.

Para tanto, consideremos uma base ortonormal de V, B = {v1 , . . . , vn}. Fazen-
do-se [T ]B = (aij), para todo vetor v = (x1, . . . , xn)B ∈ V, tem-se

T (x1, . . . , xn)B =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
vi.



§7.4 Formas Quadráticas 209

Sendo assim,

Q(x1, . . . , xn)B = 〈T (x1, . . . , xn)B, (x1, . . . , xn)B〉

=

〈
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
vi,

n∑
k=1

xkvk

〉
.

Dáı, uma vez que B é ortonormal, obtém-se

Q(x1, . . . , xn)B =
n∑

i,j=1

aijxixj, (7.8)

ou seja, em coordenadas com respeito à base B, Q se expressa como um polinô-

mio homogêneo de grau 2, cujos coeficientes são as correspondentes entradas

da matriz [T ]B. Segue-se também de (7.8) que, em termos de matrizes, Q se

expressa através da igualdade:

Q(v) = [v]∗B[T ]B[v]B.

Mantendo a notação acima, suponhamos agora que B seja uma base orto-

normal que diagonaliza T, e denotemos por λ1 , . . . , λn os correspondentes au-

tovalores. Nessas condições, a matriz [T ]B é diagonal, com entradas λ1, . . . , λn.

Em particular, a igualdade (7.8) assume a forma:

Q(x1 , . . . , xn)B = λ1x
2
1 + · · ·+ λnx

2
n.

Dáı, segue-se o resultado seguinte.

Proposição 7.8. São verdadeiras as seguintes afirmações a respeito de uma

forma quadrática Q associada a um operador autoadjunto T ∈ L (V, 〈 , 〉) :

� Q será positiva (resp. negativa) se, e somente se, todos os autovalores

de T forem positivos (resp. negativos).

� Q será indefinida se, e somente se, T tiver autovalores positivos, bem

como negativos.
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Com a notação da Proposição 7.8, definamos

λm = min{λ1 , . . . , λn} e λM = max{λ1 , . . . , λn},

e observemos que, para todo v ∈ V satisfazendo ‖v‖2 = x2
1 + · · ·+ x2

n = 1, são

válidas as seguintes desigualdades:

Q(vm) = λm ≤ λ1x
2
1 + · · ·+ λnx

2
n ≤ λM = Q(vM),

donde se obtém a proposição seguinte, a qual, cabe-nos mencionar, tem grande

relevância na teoria de hipersuperf́ıcies regulares do espaço euclidiano Rn.

Proposição 7.9. Seja Q : V → R uma forma quadrática definida por um

operador autoadjunto T ∈ L (V ), cujos autovalores são λ1 , . . . , λn . Então,

valem as igualdades:

min
∥v∥=1

Q(v) = min{λ1 , . . . , λn} e max
∥v∥=1

Q(v) = max{λ1 , . . . , λn}.

Destaquemos, na proposição seguinte, uma propriedade fundamental dos

operadores não negativos.

Proposição 7.10. Seja T ∈ L (V ) um operador não negativo. Então, existe

um único operador não negativo R ∈ L (V ), tal que R2 = T.

Demonstração. Sejam λ1 , . . . , λn os autovalores (não negativos) de T, e B uma

base ortonormal de V que diagonaliza T. Defina R ∈ L (V ) como o operador

cuja matriz com respeito a B é:

[R]B =


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn

 .

Uma vez que B é ortonormal e [R]B é simétrica, temos que R é autoadjunto.

Além disso, os autovalores de R são não negativos e R2 = T.

Suponhamos, agora, que exista um operador não negativo S ∈ L (V ), tal

que S2 = T. Nesse caso, uma vez que S2 comuta com S, tem-se que T comuta
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com S. Assim, pela Proposição 6.6, existe uma base B, de V, que diagonaliza

T e S simultaneamente. Dáı, e da igualdade S2 = T, segue-se que a matriz

[S]B é, necessariamente, igual a [R]B, donde S = R. Logo, R é único. ■

Definição 7.6 (RAIZ QUADRADA DE OPERADORES). O operador (autoadjunto) R ∈
L (V, 〈 , 〉), descrito no enunciado da Proposição 7.10, é dito a raiz quadrada

de T, e é denotado por
√
T .

A noção de positividade de um operador pode ser estendida às matrizes,

conforme a definição seguinte.

Definição 7.7 (MATRIZ POSITIVA/NEGATIVA). Dizemos que uma matriz A ∈ M(n)

é positiva (resp. negativa, não negativa, não positiva), quando é simétrica, e o

operador autoadjunto associado, TA ∈ L (Rn), é positivo (resp. negativo, não

negativo, não positivo).

Dada uma matriz A = (aij) ∈ M(n), para cada k = 1, . . . , n, consideremos

a submatriz de A, Ak = (aij)k×k , tal que 1 ≤ i, j ≤ k, como abaixo.

A =


a11 a1k a1n

Ak

ak1 akk

an1 ann

.

Através das submatrizes Ak , pode-se estabelecer um interessante critério

de positividade da matriz A, conforme o resultado seguinte.

Proposição 7.11 (CRITÉRIO DE POSITIVIDADE PARA MATRIZES SIMÉTRICAS). Uma ma-

triz simétrica A ∈ M(n) é positiva se, e somente se, para cada k ∈ {1, . . . , n},
o determinante da submatriz Ak, descrita acima, é positivo.

Demonstração. Suponhamos que A seja positiva. Então, todos os autovalores

de A são positivos, de modo que detA = detAn > 0. Ademais, para 1 ≤ k < n,

Ak é uma matriz simétrica deM(k). Logo, identificando-se com Rk o subespaço

de Rn gerado por e1 , . . . , ek, tem-se

[v]∗Ak[v] = [v]∗A[v] > 0 ∀v ∈ Rk,
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donde Ak é positiva. Dessa forma, assim como An , cada submatriz Ak tem

determinante positivo.

Reciprocamente, suponhamos que detAk > 0 ∀k ∈ {1, . . . , n}, e provemos,

por indução sobre n, que A é positiva. Para n = 1, o resultado é imediato.

Suponhamo-lo verdadeiro, então, para n−1 ≥ 1. Nesse caso, a submatriz An−1

é positiva. Em particular, para todo vetor não nulo v de Rn−1 (considerado aqui

como o espaço gerado por {e1 , . . . , en−1}), tem-se [v]∗A[v] = [v]∗An−1[v] > 0,

donde se infere que A não é negativa.

Uma vez que, por hipótese, detA = detAn > 0, temos que todos os auto-

valores de A são não nulos e, pelas considerações do parágrafo anterior, nem

todos negativos. Claramente, A não pode ter apenas um autovalor negativo.

Suponhamos, então, que A possua dois autovalores negativos, e denotemos

por W o subespaço bidimensional de Rn gerado pelos respectivos autovetores.

Note que, para todo v ∈ W, [v]∗A[v] < 0.

Agora, basta notar que a interseção de W com Rn−1 ⊂ Rn é não trivial,

uma vez que a soma das dimensões desses subespaços excede n. Isso, porém,

contradiz a positividade de An−1 . Logo, A é positiva. ■

Exemplo 7.9. Considere as matrizes simétricas:

A =

 1 2 1

2 5 1

1 1 3

 e B =

 2 1 2

1 1 −1

2 −1 3

 .

Temos que detA1 = 1, detA2 = 1 e detA3 = detA = 1. Logo, A é positiva.

Quanto à matriz B, temos que detB3 = detB = −7, donde B não é positiva.

7.5 Formas Bilineares

Relembremos que uma forma bilinear num espaço vetorial V é uma função

β : V × V → R, a qual é linear em cada uma de suas duas variáveis, isto é,

para quaisquer u, v, w ∈ V, e λ ∈ R, tem-se:

� β(u+ λv, w) = β(u,w) + λβ(v, w);
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� β(u, v + λw) = β(u, v) + λβ(u,w).

Assim como as transformações lineares, as formas bilineares são determi-

nadas por seus valores numa base. Como consequência, a expressão de uma

forma bilinear β em coordenadas com respeito a uma base B é um polinô-

mio homogêneo de grau 2, cujos coeficientes são determinados pelos valores

de β em B. Mais precisamente, vale o resultado seguinte, cuja demonstração

deixaremos a encargo do leitor (vide Exerćıcio 23).

Proposição 7.12 (FORMAS BILINEARES EM COORDENADAS). Seja B = {v1, . . . , vn}
uma base de um espaço vetorial V. Então, dados n2 reais aij ∈ R, i, j ∈
{i, . . . , n}, a função β : V × V → R, definida por

β((x1, . . . , xn)B, (y1, . . . , yn)B) =
n∑
i,j

aijxiyj, (7.9)

é uma forma bilinear, a qual cumpre:

β(vi, vj) = aij ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Ademais, qualquer forma bilinear β′ : V ×V → R que satisfaça, para quaisquer

i, j ∈ {1, . . . , n}, a igualdade β′(vi, vj) = aij, deve necessariamente coincidir

com β.

Na proposição acima, a matriz formada pelos coeficientes aij é dita a matriz

de β com respeito à base B, a qual denotaremos por [β]B, isto é,

[β]B = (aij)n×n, aij = β(vi, vj).

Segue-se da igualdade (7.9) que, em termos de matrizes, β se expressa como:

β(u, v) = [u]∗B[β]B[v]B, u, v ∈ V. (7.10)

Além disso, [β]B é única com respeito a essa propriedade. Com efeito, seja

B = (bij)n×n uma matriz, a qual cumpre

β(u, v) = [u]∗BB[v]B ∀ u, v ∈ V.
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Nesse caso, em coordenadas com respeito à base B, β se expressa como

β((x1, . . . , xn)B, (y1, . . . , yn)B) =
n∑
i,j

bijxiyj.

Em particular, bij = β(vi, vj) = aij, isto é, B = [β]B.

Vejamos agora como se relacionam as matrizes de uma forma bilinear com

respeito a bases distintas.

Proposição 7.13. Seja β : V × V → R uma forma bilinear. Então, para

quaisquer bases B e B′, de V, tem-se:

[β]B = M∗[β]B′M, (7.11)

em que M = [I]B
′

B é a matriz de mudança da base B para a base B′. Em

particular, vale a seguinte igualdade:

posto [β]B = posto [β]′B.

Demonstração. Lembremos que M satisfaz:

[v]B′ = M [v]B ∀v ∈ V.

Sendo assim,

[u]∗B[β]B[v]B = β(u, v) = [u]∗B′ [β]B′ [v]B′ = [u]∗B(M
∗[β]B′M)[v]B.

Dáı e da unicidade de [β]B com respeito à identidade (7.10), obtém-se (7.11).

Ademais, uma vez que M é invert́ıvel, tem-se (M∗)−1[β]B = [β]B′M. Logo,

(vide Exerćıcio 18–Cap. 3):

posto [β]B = posto ((M∗)−1[β]B) = posto ([β]B′M) = posto[β]B′ ,

como queŕıamos demonstrar. ■

Relembremos que uma forma bilinear β : V × V → R é dita simétrica,

quando satisfaz:

β(u, v) = β(v, u) ∀u, v ∈ V.
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Note que uma forma bilinear β : V × V → R será simétrica se, e somente se,

a matriz [β]B for simétrica, seja qual for a base B, de V.

No que se segue, veremos que formas bilineares simétricas em espaços muni-

dos de produto interno associam-se univocamente a operadores autoadjuntos.

Tal fato nos permitirá estabelecer uma correspondência entre formas quadrá-

ticas e formas bilineares simétricas num espaço vetorial (V, 〈 , 〉).

Proposição 7.14. Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno

〈 , 〉. Então, dado um operador autoadjunto T ∈ L (V ), a função β : V×V → R
definida pela igualdade:

β(u, v) = 〈u, T (v)〉, u, v ∈ V, (7.12)

é uma forma bilinear simétrica. Reciprocamente, para toda forma bilinear

simétrica β : V × V → R, existe um único operador autoadjunto T ∈ L (V ),

para o qual a igualdade (7.12) se cumpre.

Demonstração. Suponhamos que T ∈ L (V ) seja autoadjunto. Nesse caso,

segue-se diretamente da linearidade de T e da bilinearidade do produto interno,

que a função β definida em (7.12) é bilinear. Além disso, tem-se

β(u, v) = 〈u, T (v)〉 = 〈T (u), v〉 = β(v, u),

donde β é simétrica.

Suponhamos, agora, que β : V ×V → R seja uma forma bilinear simétrica.

Tomemos em V uma base ortonormal B = {u1, . . . , un}, e consideremos o

operador T ∈ L (V ) cuja matriz com respeito à base B coincide com [β]B.

Sendo assim, teremos

[T ]B = (β(ui, uj))n×n.

Note que T é autoadjunto, pois B é ortonormal e [T ]B é simétrica. Além

disso, para todo j ∈ {1, . . . , n}, vale a igualdade

T (uj) =
n∑

k=1

β(uk, uj)uk,
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donde se infere que, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

〈ui, T (uj)〉 = β(ui, uj).

Dáı, da linearidade de T, bem como da bilinearidade de β e do produto interno,

segue-se que β e T cumprem (7.12).

Por fim, suponhamos que T, T ′ ∈ L (V ) sejam operadores autoadjuntos, os

quais satisfaçam

β(u, v) = 〈u, T (v)〉 = 〈u, T ′(v)〉 ∀u, v ∈ V.

Nessas condições, tem-se 〈u, (T − T ′)(v)〉 = 0 ∀u, v ∈ V. Fazendo-se, nessa

última igualdade, u = (T − T ′)(v), obtém-se (T − T ′)(v) = 0. Dáı, uma vez

que v é arbitrário, conclui-se que T = T ′. Isso prova a unicidade de T com

respeito à igualdade (7.12) e conclui nossa demonstração. ■

Dado um operador autoadjunto T ∈ L (V, 〈 , 〉), a forma bilinear β e a

forma quadrática Q, ambas associadas a T, relacionam-se através das seguintes

igualdades, as quais são de verificação imediata:

i) Q(v) = β(v, v) ∀v ∈ V.

ii) β(v, w) = 1
2
(Q(v + w)−Q(v)−Q(w)) ∀(v, w) ∈ V × V.

Assim, β determina Q, pela igualdade (i), e Q determina β, pela igualdade

(ii), dita uma identidade de polarização. Acrescentamos ainda que, por defini-

ção, o posto da forma quadrática Q, assim como o da forma bilinear β, é igual

ao do operador autoadjunto T associado, isto é,

postoQ = posto β = postoT.

Define-se a matriz da forma quadrática Q com respeito a uma base B, de
(V, 〈 , 〉), como a matriz da forma bilinear correspondente, β, isto é,

[Q]B = [β]B, Q(v) = β(v, v) = 〈v, T (v)〉.

Observemos que, quando a base B = {u1, . . . , un} é ortonormal, tem-se

[T ]B = (aij)n×n, aij = 〈ui, T (uj)〉.
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Dessa forma, a igualdade β(ui, uj) = 〈ui, T (uj)〉 implica que [β]B = [T ]B.

Para uma base B′ não ortonormal, [β]B′ e [T ]B′ não são necessariamente

iguais. Porém, pela Proposição 7.13, posto [β]B′ = posto [β]B. Assim, para

qualquer base B, de V, tem-se:

postoQ = posto β = posto [β]B = posto [T ]B.

Concluindo este caṕıtulo, estabeleceremos uma interessante propriedade

das formas quadráticas, conhecida como Lei da Inércia de Sylvester . Para

bem compreendê-la, evoquemos o fato de que, para toda forma quadrática

Q : (V, 〈 , 〉) → R, existe uma base B, de V, tal que

Q(x1, . . . , xn)B = −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
p ,

em que p = postoQ (vide Exerćıcio 31). Essencialmente, a Lei da Inércia de

Sylvester nos diz que, nessa igualdade, a quantidade de sinais negativos, bem

como de sinais positivos, independe da base B, sendo, dessa forma, intŕınseca

à forma quadrática Q.

Consideremos, inicialmente, um operador autoadjunto T ∈ L (V, 〈 , 〉), e
designemos por Λ = {λ1, . . . , λn} o conjunto de seus autovalores. Façamos

Λ− = {λi ∈ Λ ; λi < 0}, Λ+ = {λi ∈ Λ ; λi > 0}, Λ0 = {λi ∈ Λ ; λi = 0},

e tomemos os subespaços

W−
T =

⊕
i∈Λ−

Wλi
, W+

T =
⊕
i∈Λ+

Wλi
, W 0

T =
⊕
i∈Λ0

Wλi
,

em que Wλi
denota o autoespaço determinado pelo autovalor λi.

Segue-se do Teorema Espectral, bem como da Proposição 6.5, que

V = W−
T ⊕W+

T ⊕W 0
T . (7.13)

Ademais, considerando-se a forma quadrática Q, associada a T, é evidente que

a restrição de Q a W−
T (resp. W+

T , W 0
T ) é negativa (resp. positiva, nula).

Vejamos, na proposição seguinte, que os subespaços W−
T e W+

T são máximos

(em dimensão) com respeito a essas propriedades.
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Proposição 7.15. Sejam T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador autoadjunto, e Q a forma

quadrática associada a T. Considere um subespaço W ⊂ V, e suponha que a

restrição Q|W seja negativa (resp. positiva). Nessas condições, tem-se

dimW ≤ dimW−
T (resp. dimW ≤ dimW+

T ).

Demonstração. Suponhamos que Q|W seja negativa, e tomemos as bases

B1 = {w1, . . . , wk}, B2 = {u1, . . . , ul} e B3 = {v1, . . . , vm}

de W, W+
T e W 0

T , respectivamente. Provemos que A = B1 ∪B2 ∪B3 é LI. Para

tanto, consideremos uma combinação linear nula dos elementos de A :

k∑
i=1

aiwi +
l∑

i=1

biui +
m∑
i=1

civi = 0,

e mostremos que cada um dos coeficientes ai, bi, ci são nulos. Uma vez que as

bases Bi são conjuntos LI, basta provarmos que cada um dos seguintes vetores:

w =
k∑

i=1

aiwi ∈ W, u =
l∑

i=1

biui ∈ W+
T e v =

m∑
i=1

civi ∈ W 0
T

é nulo. Com esse fim, tomemos a forma bilinear associada a T, β : V ×V → R.
Da igualdade w + u+ v = 0, segue-se que

β(w,w + u+ v) = 0 e β(u,w + u+ v) = 0.

Porém, β(w, v) = 〈w, T (v)〉 = 0. Assim,

0 = β(w,w + u+ v) = β(w,w) + β(w, u) + β(w, v) = Q(w) + β(w, u),

donde Q(w) = −β(w, u). Analogamente, Q(u) = −β(u,w), o que nos dá:

Q(w) = Q(u).

Sendo Q|W negativa, e Q|W+
T

positiva, devemos ter u = w = 0 e, portanto

v = 0, como queŕıamos demonstrar.
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Seja V ′ ⊂ V o subespaço gerado por A. Segue-se das considerações acima,

bem como da igualdade (7.13), que:

dimW +dimW+
T +dimW 0

T = dimV ′ ≤ dimV = dimW−
T +dimW+

T +dimW 0
T ,

donde se infere que dimW ≤ dimW−
T .

De modo inteiramente análogo, demonstra-se que dimW ≤ dimW+
T , se

tivermos Q|W positiva. Isso conclui nossa demonstração. ■

Chama-se de ı́ndice de uma forma quadrática Q associada a um operador

autoadjunto T ∈ L (V, 〈 , 〉), a dimensão do subespaço W−
T . Segue-se, então,

da Proposição 7.15, que o ı́ndice de Q é a maior dimensão de um subespaço,

restrita ao qual a forma quadrática Q é negativa.

Vale salientar que o conceito de ı́ndice de formas quadráticas tem grande

relevância na teoria do Cálculo Variacional, a qual se ocupa, essencialmente,

do estudo dos pontos cŕıticos de funções especiais, ditas funcionais. Nesse

contexto, a cada funcional f , associa-se uma determinada forma quadrática,

cujo ı́ndice determina o comportamento de f nas vizinhanças de seus pontos

cŕıticos.

Passemos à anunciada:

Lei da Inércia de Sylvester. Seja Q : (V, 〈 , 〉) → R uma forma quadrática.

Suponha que exista uma base B, de V, tal que

Q(x1, . . . , xn)B = −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
p. (7.14)

Então, i = ı́ndiceQ e p = postoQ.

Demonstração. Pondo-se [Q]B = (aij)n×n, n = dim V, e considerando-se a

hipótese, tem-se

n∑
i=1

aijxixj = Q(x1, . . . , xn)B = −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
p,

donde se infere que aij = 0 para i 6= j, e que aii = 0 para i > p. Assim, [Q]B
é uma matriz diagonal com exatamente p entradas não nulas, implicando que

postoQ = p.
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Façamos B = {v1, . . . , vn}, e designemos por W1 (resp. W2) o subespaço

de V gerado pelos vetores v1, . . . , vi (resp. vi+1, . . . , vp). Segue-se da igualdade

(7.14) que Q|W1 é negativa, enquanto Q|W2 é positiva. Dessa forma, pela Pro-

posição 7.15, dimW1 ≤ dimW−
T e dimW2 ≤ dimW+

T , em que T ∈ L (V, 〈 , 〉)
é o operador autoadjunto associado a Q. Porém, pelas considerações do pará-

grafo anterior, e pela igualdade (7.13), tem-se

dimW1 + dimW2 = postoQ = dimW−
T + dimW+

T ,

o que nos dá, dimW1 = dimW−
T e dimW2 = dimW+

T . Logo, i = dimW1 é o

ı́ndice da forma quadrática Q. ■

Com base na Lei da Inércia de Sylvester, define-se a assinatura de uma

forma quadrática Q como as quantidades de sinais negativos e positivos na

igualdade (7.14). Geralmente, indica-se a assinatura de Q por uma sequência

de i sinais menos e p − i sinais mais. Assim, uma forma quadrática de ı́ndice

3 e posto 5, por exemplo, tem assinatura (−,−,−,+,+).

Exerćıcios

Seção 7.1

1. Dado T ∈ L (V, 〈 , 〉), suponha que T (v) = λv e T ∗(w) = µw. Mostre

que, λ = µ ou v é ortogonal a w.

2. Dada M ∈ M(n), defina TM ∈ L (M(n)) por TM(A) = MA. Mostre

que, considerando-se em M(n) o produto interno 〈A,B〉 = traço (A∗B),

vale a igualdade T ∗
M = TM∗ .

3. Dado um operador linear T ∈ L (V, 〈 , 〉), mostre que:

a) dimT (V ) = dimT ∗(V );

b) T ∗(V ) = (nucT )⊥.

4. Mostre que dois operadores T, S ∈ L (V, 〈 , 〉) comutarão se, e somente

se, T ∗ e S∗ comutarem.
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5. Demonstre a seguinte afirmação:

T ∈ L (V, 〈 , 〉) e T ∗T = 0 ⇒ T = 0.

6. Seja B = {v1 , . . . , vn} uma base ortonormal de (V, 〈 , 〉). Dado T ∈
L (V, 〈 , 〉), mostre que vale a seguinte igualdade:

n∑
j=1

‖Tvj‖2 =
n∑

i=j

‖T ∗vj‖2.

Seção 7.2

7. Seja T ∈ (V, 〈 , 〉) um operador linear com a seguinte propriedade: para

todo v ∈ V, tal que ‖v‖ = 1, tem-se ‖T (v)‖ = 1. Prove que T é ortogonal.

8. Mostre que, se T : V → V é um operador ortogonal, então | detT | = 1.

9. Mostre que todo operador ortogonal leva bases ortonormais em bases

ortonormais. Mostre também que, dado um operador T ∈ L (V, 〈 , 〉),
se existir uma base ortonormal B, de V, tal que T (B) seja uma base

ortonormal de V, então T será ortogonal.

10. Seja T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador ortogonal. Mostre que, se a dimensão

de V for ı́mpar, existirá um vetor não nulo v ∈ V, tal que T 2(v) = v.

11. Sejam A,B ∈ M(n) matrizes ortogonais. Mostre que AB e A−1 são

ortogonais.

12. Dada uma matriz A ∈ M(n), suponha que A+ I, A2 + I e A3 + I sejam

ortogonais. Prove que A∗A = 0 e conclua que A = 0 (vide Exerćıcio 5).

13. Mostre que, para todo inteiro n ≥ 2, existem operadores ortogonais

distintos T1, T2 ∈ L (Rn), ambos de posto n, tais que

〈T1(v), v〉 = 〈T2(v), v〉 ∀v ∈ Rn.

(Compare com o Exerćıcio 20.)
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Seção 7.3

14. Verifique que o operador T : R2 → R2, definido por:

T (x, y) = (x+ 2y, 2x+ y),

é autoadjunto, e encontre uma base ortonormal de R2 que o diagonalize.

15. Mostre que toda matriz simétrica A ∈ M(n) é semelhante a uma ma-

triz diagonal. Mais precisamente, mostre que existem matrizes M,D ∈
M(n), em que M é ortogonal e D é diagonal, tais que A = M−1DM.

16. Dado um operador autoadjunto T ∈ L (V ), mostre que existe um único

operador autoadjunto R ∈ L (V ), tal que R3 = T. (Compare com o

resultado da Proposição 7.10).

17. Sejam T, S ∈ L (V ) operadores autoadjuntos. Mostre que TS será au-

toadjunto se, e somente se, T e S comutarem.

18. Mostre que S(V ) = {T ∈ L (V ) ; T é autoadjunto} é um subespaço

vetorial de L (V ). Qual a dimensão de S(V )?

19. Seja T ∈ L (R3) um operador ortogonal e autoadjunto. Prove que T é

±I, a reflexão com respeito a um plano de R2 pela origem, ou a rotação

de 1800 em torno de uma reta de R3 pela origem.

20. Sejam T1, T2 ∈ L (V, 〈 , 〉) operadores autoadjuntos. Suponha que, para

todo v ∈ V, valha a igualdade

〈T1(v), v〉 = 〈T2(v), v〉.

Mostre que T1 = T2. (Compare com o Exerćıcio 13.)

21. Seja T ∈ L (Rn) o operador autoadjunto cuja matriz com respeito à base
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canônica é a seguinte matriz tridiagonal simétrica:

A =



a1 1 0 0 · · · 0 0

1 a2 1 0 · · · 0 0

0 1 a3 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 · · · an−1 1

0 0 0 0 · · · 1 an


,

isto é, são nulas todas as entradas de A que não estão na diagonal prin-

cipal ou nas diagonais acima e abaixo da diagonal principal. Nessas

últimas, todas as entradas são iguais a 1. Considere a Proposição 4.6 e

mostre que, para todo λ ∈ R, vale a igualdade:

posto (T − λI) ≥ n− 1.

Conclua dáı e do Teorema Espectral que T possui n autovalores distintos.

Seções 7.4 e 7.5

22. Para cada uma das formas quadráticas abaixo, determine a natureza da

cônica de equação Q(x, y) = 1.

i) Q(x, y) = x2 + 2xy + 3y2;

ii) Q(x, y) = x2 + 2xy + y2;

iii) Q(x, y) = 3x2 − 4
√
3xy − y2.

23. Demonstre a Proposição 7.12.

24. Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Mostre que o conjunto

B(V ) = {β : V × V → R ; β é bilinear},

juntamente com as operações usuais de soma de funções e produto de

função por escalar, é um espaço vetorial isomorfo a M(n).



224 Operadores em Espaços com Produto Interno Cap. 7

25. Seja B = {v1, . . . , vn} uma base de (V, 〈 , 〉). Mostre que a matriz

P = (pij)n×n, pij = 〈vi, vj〉,

é positiva.

26. Seja β(u, v) = 〈u, T (v)〉, u, v ∈ (V, 〈 , 〉) uma forma bilinear simétrica

determinada pelo operador autoadjunto T ∈ L (V ). Dada uma base de

V, B = {v1, . . . , vn}, mostre que

[β]B = P [T ]B,

em que P é a matriz do produto interno 〈 , 〉 com respeito à base B, isto
é, P = (〈vi, vj〉)n×n. Conclua dáı e do exerćıcio anterior que posto [β]B =

posto [T ]B.

27. Mostre que, para toda transformação linear T : (V, 〈 , 〉) → (W, 〈 , 〉), o
operador T ∗T ∈ L (V ) é não negativo.

28. Seja T ∈ L (V ) um operador positivo. Mostre que T é invert́ıvel e que

T−1 é positivo.

29. Dado um operador T ∈ L (V, 〈 , 〉), mostre que

Ω = {‖T (u)‖ ; ‖u‖ = 1}

é um subconjunto limitado de R. Conclua que: se T for autoadjunto,

então, para algum λ ∈ R, o operador T + λI será positivo.

30. Sejam T ∈ L (V, 〈 , 〉) um operador não negativo, e β e Q as formas

bilinear e quadrática associadas a T. Mostre que

|β(u, v)| ≤
√
Q(u)

√
Q(v) ∀u, v ∈ V.

(Compare com a Desigualdade de Cauchy–Schwarz).

31. Seja Q uma forma quadrática num espaço vetorial (V, 〈 , 〉). Mostre que

existe uma base B, de V, tal que

Q(x1, . . . , xn)B = −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
p ,

em que i = ı́ndiceQ e p = postoQ.



Apêndices





A

Decomposição Racional e o
Teorema de

Cayley–Hamilton

Neste apêndice, estabeleceremos um resultado fundamental da teria de de-

composição de operadores, o Teorema de Decomposição Racional. Em se-

guida, o aplicaremos na demonstração de uma versão generalizada do Teorema

de Cayley-Hamilton, o qual citamos anteriormente. Convém mencionar que

a prova que daremos para o Teorema da Decomposição Racional, devida a

H. G. Jacob(i), tem as virtudes da simplicidade e da elegância, as quais nos

motivaram a adaptá-la ligeiramente e, então, apresentá-la aqui.

O Teorema da Decomposição Racional

Definição A.1. Dados T ∈ L (V ) e v ∈ V, chamamos o conjunto

Z(v, T ) = {p(T )(v) ; p ∈ P [t,R]}

de subespaço T -ćıclico gerado por v.

(i)Vide: Jacob, H. G.: Another proof of the rational decomposition theorem. Amer. Math.

Monthly. 1131–1134 (1973).
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Verifica-se sem dificuldade que Z(v, T ) é, de fato, um subespaço vetorial de

V, o qual é T -invariante. Vejamos, na proposição seguinte, outras propriedades

deste subespaço.

Proposição A.1. Dados T ∈ L (V ) e v ∈ V, valem as seguintes afirmações:

i) dimZ(v, T ) = grau (mv) ;

ii) Z(v, T ) = Ger {v, T (v), . . . , T g−1(v)}, g = grau (mv) ;

iii) O polinômio mı́nimo de TZ(v,T ) é mv ;

iv) O polinômio caracteŕıstico de TZ(v,T ) é mv .

Demonstração. Dado um polinômio p ∈ P [t,R], pelo Algoritmo da Divisão,

existem polinômios q, r ∈ P [t,R], tais que

p = qmv + r,

em que r = 0 ou grau (r) < grau (mv). Dáı, tem-se

p(T )(v) = q(T )mv(T )(v) + r(T )(v) = r(T )(v).

Se r = 0, então p(T )(v) = r(T )(v) = 0 ∈ Ger {v, T (v), . . . , T g−1(v)}. O mesmo

vale, se grau (r) < grau (mv) = g, pois, nesse caso, r(T )(v) se expressa, ne-

cessariamente, como uma combinação linear dos vetores v, T (v), . . . , T g−1(v).

Logo, todo elemento p(T )(v) ∈ Z(v, T ) pertence a Ger {v, T (v), . . . , T g−1(v)}.
Além disso, {v, T (v), . . . , T g−1(v)} é LI. Caso contrário, existiria um polinômio

anulador de T em v, cujo grau seria menor que o de mv. Assim, ficam provadas

as afirmações (i) e (ii).

Quanto a (iii), observemos que mv anula TZ(v,T ). Com efeito, dado um

vetor w = p(T )(v) ∈ Z(v, T ), segue-se da T -invariância de Z(v, T ) que

mv(TZ(v,T ))(w) = mv(T )(w) = mv(T )p(T )(v) = p(T )mv(T )(v) = 0.

Consequentemente, o polinômio mı́nimo de TZ(v,T ) é mv , pois, de outra forma,

o polinômio mı́nimo de TZ(v,T ) seria um anulador de v de grau menor que o de

mv . Isso prova (iii).
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Para provarmos (iv), designemos por B a base {v, T (v), . . . , T g−1(v)} de

Z(v, T ). Os g vetores coluna da matriz de TZ(v,T ) com respeito a B são

T (v), T 2(v), . . . , T g(v).

Além disso, fazendo-se

mv(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ag−1t
g−1 + tg,

e levando-se em conta que mv(T )(v) = 0, obtém-se

T g(v) = −a0 − a1T (v)− · · · − ag−1T
g−1(v).

Segue-se dessas considerações que

[TZ(v,T )]B =



0 0 0 · · · 0 −a0
1 0 0 · · · 0 −a1
0 1 0 · · · 0 −a2

0 0 1
. . . 0

...
...

...
...

. . . 0
...

0 0 0 · · · 1 −ag−1


.

Consequentemente,

pTZ(v,T )
(t) = det(tI − TZ(v,T )) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t 0 0 · · · 0 a0
−1 t 0 · · · 0 a1
0 −1 t · · · 0 a2

0 0 −1
. . . 0

...
...

...
...

. . . t
...

0 0 0 · · · −1 t+ ag−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

donde (vide (4.13)),

pTZ(v,T )
(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ag−2t

g−2 + (t+ ag−1)t
g−1 = mv ,

o que mostra (iv) e encerra nossa demonstração. ■
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Observação A.1. Atentemos para o seguinte fato, o qual decorre diretamente

dos itens (i) e (ii) da proposição acima: Dado v ∈ V, se k ≥ grau (mv), tem-

se que o subespaço W = Ger {v, T (v), . . . , T k−1(v)} é igual a Z(v, T ). Em

particular, W é T -invariante.

Teorema A.1. Seja T ∈ L (V ) um operador linear cujo polinômio mı́nimo é

m. Então, existe um vetor não nulo v ∈ V, tal que mv = m. Em particular,

valem as igualdades:

Z(v, T ) = Ger{v, T (v), . . . , T g−1(v)} e m′ = mv = m,

em que g = grau (m) e m′ é o polinômio mı́nimo de TZ(v,T ).

Demonstração. Conideremos a decomposição V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk dada no

Teorema da Decomposição Primária. Fixemos i ∈ {1, . . . , k}, e observemos

que existe um vetor não nulo vi ∈ Wi , tal que {vi, Ti(vi), . . . , T
gi−1
i (vi)} é LI,

em que Ti = TWi
e gi = risi é o grau do polinômio mı́nimo de Ti , mi = psii .

Com efeito, se não fosse o caso, para todo v ∈ Wi, existiriam escalares

a0 , . . . , agi−1 ∈ R, não todos nulos, tais que o polinômio

p(t) = a0 + · · ·+ agi−1t
gi−1

anuladoria Ti em v. Dáı, teŕıamos grau (mv) ≤ gi − 1 < gi. Em particular,

existiria sv < si, tal que mv(t) = (pi(t))
sv , pois mv é um divisor de mi .

Consequentemente, teŕıamos que o polinômio (pi(t))
si−1, cujo grau é menor que

gi, anularia Ti em v para todo v ∈ Wi, contradizendo, assim, a minimalidade

de mi .

Temos que mi anula Ti em vi . Logo, mvi divide mi . Suponha que valha

a desigualdade g′i = grau (mvi) < grau (mi) = gi. Nesse caso, escrevendo-se

mvi(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ag′i−1t
g′i−1 + tg

′
i , tem-se

0 = mvi(T )(vi) = a0v + a1T (vi) + ag′i−1T
g′i−1(vi) + · · ·+ T g′i(vi),

o que contradiz o fato de o conjunto {vi, T (vi), . . . , T g′i(vi)} ser LI (por ser

um subconjunto de {vi, T (vi), . . . , T gi−1(vi)}). Logo, grau (mvi) = grau (mi) e,

portanto, mvi = mi ∀i = 1, . . . k, isto é,

m = mv1 . . .mvk .
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Agora, observemos que

0 = mv(T )(v) = mv(T1)(v1) + · · ·+mv(Tk)(vk),

o que nos dá mv(Ti)(vi) = 0 ∀i = 1, . . . k. Segue-se que mv é um anulador de

cada Ti em vi , donde mv divide mvi . Uma vez que cada mvi é um fator primo

de m e mv divide m , segue-se que

mv = mv1 . . .mvk = m.

A ultima asserção do enunciado é uma consequência direta do Teorema A.1

e da igualdade mv = m . ■

Teorema da Decomposição Racional. Para todo operador linear T ∈ L (V ),

existem vetores não nulos v1 , . . . , vk ∈ V, tais que

V = Z(v1 , T )⊕ · · · ⊕ Z(vk , T ).

Ademais, para todo i = 1, . . . , k − 1 , mvi+1
divide mvi .

Demonstração. Seja v ∈ V um vetor não nulo satisfazendo mv = m , cuja

existência é assegurada pelo Teorema A.1. Se V = Z(v, T ), nada há a ser

provado. Caso contrário, ponha g = grau (mv) = grau (m), e considere vetores

vg+1 , . . . , vn ∈ V , tais que

B = {v, T (v), . . . , T g−1(v), vg+1 , . . . , vn}

seja uma base de V. Note que os primeiros g vetores de B, v, T (v), . . . , T g−1(v),

formam uma base de Z(v, T ).

Façamos W = Ger {vg+1 , . . . , vn} e tomemos o produto interno 〈 , 〉 de V,

com respeito ao qual B é uma base ortonormal (vide Proposição ??). Nesse

caso, temos que W = Z(v, T )⊥.

Consideremos w = T g−1(v), e definamos o conjunto

W ∗ = Ger {w, T ∗(w), . . . , (T ∗)g−1(w)},
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em que T ∗ ∈ L (V ) é a adjunta de T. Uma vez que, pela Proposição 7.1,

m = mv é também o polinômio mı́nimo de T ∗, tem-se

g = grau (m) ≥ dimZ(w, T ∗),

donde W ∗ = Z(w, T ∗). Logo, W ∗ é T ∗-invariante (vide Observação A.1).

Verifiquemos, então, que W ∗ cumpre

dimW ∗ = g e W ∗ ∩W = {0}. (A.1)

Para tanto, suponhamos, por absurdo, que existam constantes a0 , . . . , as, com

as 6= 0 e 0 ≤ s ≤ g − 1, tais que

w′ = a0w + a1T
∗(w) + · · ·+ as(T

∗)s(w) ∈ W .

Uma vez que W é T ∗-invariante, temos que (T ∗)g−s−1(w′) ∈ W. Logo,

0 = 〈(T ∗)g−s−1(w′), v〉
= 〈a0(T ∗)g−s−1w + a1(T

∗)g−s(w) + · · ·+ as(T
∗)g−1(w), v〉

= 〈w, a0T g−s−1(v) + a1T
g−s(v) + · · ·+ asT

g−1(v)〉
= 〈T g−1(v), a0T

g−s−1(v) + a1T
g−s(v) + · · ·+ asT

g−1(v)〉 = as ,

o que, evidentemente, é uma contradição.

Note que o argumento acima mostra não somente que W ∩W ∗ = {0}, mas

também que dimW ∗ = g. Com efeito, fazendo-se w′ = 0 em (A.1), temos que

os escalares ai , tais como especificados, não existem, donde se infere que os

vetores w, T ∗(w), . . . , (T ∗)g−1(w) são LI.

Segue-se que as igualdades (A.1) se cumprem e, em particular, que

V = W ⊕W ∗.

Agora, sendo W ∗ T ∗-invariante, temos, pela Proposição 7.2, que o subespaço

W ′ = (W ∗)⊥ é T -invariante. Além disso (vide Exerćıcio 10 – Cap. ??),

V = W ⊕W ∗ = W⊥ ⊕ (W ∗)⊥ = Z(v, T )⊕W ′.
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Em particular, o polinômio mı́nimo de TW ′ divide m .

Uma vez que W ′ é T -invariante, nós podemos escrever v = v1 , e repetir

o argumento acima para concluir que existem v2 ∈ V − {0} e um subespaço

T -invariante W ′′ ⊂ V, tais que

V = Z(v1 , T )⊕ Z(v2 , T )⊕W ′′,

em que o polinômio mı́nimo de TW ′ é mv2 . Desta forma, mv2 divide mv1 = m .

O resultado segue-se imediatamente das considerações acima e do Prinćıpio

da Indução. ■

Teorema de Cayley-Hamilton (generalizado). O polinômio mı́nimo m de todo

operador T ∈ L (V ) divide seu polinômio caracteŕıstico c . Além disso, se

m(t) = (p1(t))
s1 . . . (pq(t))

sq , (A.2)

sendo p1 , . . . , pq os fatores primos e distintos de m , então

c(t) = (p1(t))
n1/r1 . . . (pq(t))

nq/rq ,

em que ni é a dimensão de Wi = Nuc (psii (T )) e ri = grau(pi).

Demonstração. Sejam v1 , . . . , vk como no Teorema da Decomposição Racional,

de modo que

V = Z(v1 , T )⊕ · · · ⊕ Z(vk , T ) e T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tk ,

em que Ti = TZ(vi,T ) . Denotando-se por ci o polinômio caracteŕıstico de Ti , e

aplicando-se a igualdade (6.5) ao operador T − tI, conclui-se que c = c1 . . . ck .

Dáı, lembrando-se que m = mv1 , tem-se

c = c1 . . . ck = mv1 . . .mvk = m(mv2 . . .mvk), (A.3)

em que, nas duas últimas igualdades, usamos a Proposição A.1.

Temos, portanto, que m divide c. Além disso, como mvi+1
divide mvi ,

segue-se de (A.3) que cada fator primo de (mv2 . . .mvk) é um fator primo de

m, donde se infere que cada fator primo de c é também um fator primo de m.
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Pelo Teorema da Decomposição Primária, temos que V = W1 ⊕ · · · ⊕Wq ,

e que o polinômio mı́nimo de TWi
é mi = psii . Como já provado, mi divide o

polinômio caracteŕıstico de TWi
, o qual denotamos por c′i. Juntando-se a isso o

fato de que o grau de c′i é igual a dimWi = ni , tem-se c′i = p
ni/ri
i , donde

c = c′1 . . . c
′
q = p

n1/r1
1 . . . pnq/rq

q ,

como queŕıamos demonstrar. ■

A versão clássica do Teorema de Cayley-Hamilton afirma que todo operador

linear (definido num espaço vetorial de dimensão finita) é anulado por seu

polinômio caracteŕıstico. Esse fato, claramente, segue-se do teorema acima.
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Soluções dos Exerćıcios

Caṕıtulo 1

1. Seja A = (aij)n×n uma matriz triangular superior. Então, aij = 0 para

todo i > j. Assim, fazendo-se A2 = (bij)n×n, tem-se

bij =
n∑

k=1

aikakj.

Suponha que i > j. Então, para todo k ≤ j, temos que aik = 0. Para

k > j, temos também akj = 0. Logo, pela igualdade acima, bij = 0 para

todo i > j, isto é, A2 é triangular superior.

2. A afirmação é falsa. Considere, por exemplo, as matrizes não nulas

A =

[
1 0

0 0

]
e B =

[
0 0

0 1

]
.

3. Temos, pelas propriedades operatórias das matrizes, que

(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 + AB +BA+B2.

Logo,

(A+B)2 = A2 + 2AB +B2 ⇔ AB +BA = 2AB ⇔ AB = BA.

235
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4. Fazendo-se A =

[
a b

c d

]
, tem-se

A2 =

[
a2 + bc ab+ bd

ac+ cd d2 + bc

]
.

Assim, devemos ter

a2 + bc = (a+ d)b = (a+ d)c = d2 + bc = 0,

em que a, b, c e d não se anulam simultaneamente. Particularmente,

a = 1 e b = c = d = −1 satisfazem as igualdades acima, donde

A =

[
1 −1

−1 −1

]
cumpre A2 = 0.

5. Pondo-se C = A+ λB, tem-se cij = aij + λbij. Logo,

c∗ij = cji = aji + λbji = a∗ij + λb∗ij,

donde C∗ = A∗ + λB∗. A igualdade (A∗)∗ = A é imediata.

6. Fazendo-se C = AB, tem-se

c∗ij = cji =
n∑

k=1

ajkbki =
n∑

k=1

bkiajk =
n∑

k=1

b∗ika
∗
kj,

donde C∗ = B∗A∗.

7. Observe inicialmente que, para toda matriz quadrada A, tem-se

(A+ A∗)∗ = A∗ + (A∗)∗ = A∗ + A = A+ A∗,

donde A + A∗ é simétrica. Analogamente, verifica-se que A − A∗ é an-

tissimétrica. O resultado, então, segue-se da igualdade

A =
1

2
(A+ A∗) +

1

2
(A− A∗).
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8. Temos que

[vj] =

 b1j
...

bmj

 , j = 1, . . . , p.

Escrevendo-se C = AB, tem-se

[wj] =

 c1j
...

cmj

 , j = 1, . . . , p,

em que

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Definindo-se, para cada j = 1, . . . , p,

A[vj] :=

 d1j
...

dmj

 ,

tem-se, para cada i = 1, . . . ,m, que

dij =
n∑

k=1

aikbkj = cij,

de modo que [wj] = A[vj] ∀j = 1, . . . p.

9. Para cada sistema dado, escalonando-se as respectivas matrizes aumen-

tadas, obtêm-se os seguintes conjuntos solução:

a) S = {((5z − 2)/7,−(8z + 1)/7, z) ; z ∈ R};
b) S = {(1,−1, 2)}.

10. Uma vez que AB = C, a matriz A é 2× 3. Assim, pondo-se

A =

[
a b c

d e f

]
,
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tem-se que a igualdade AB = C equivale aos sistemas lineares:{
a + 2b + c = 3

−a + 2b = 1
e

{
d + 2e + f = −1

−d + 2e = 4,

cujos conjunto solução são, respectivamente,

S1 = {(2t− 1, t, 4− 4t) ; t ∈ R} e S1 = {(2s− 4, s, 3− 4s) ; s ∈ R}.

Assim, para cada par (t, s) ∈ R2, a matriz

A = A(t, s) =

[
2t− 1 t 4− 4t

2s− 4 s 3− 4s

]
cumpre a igualdade AB = C. Além disso, se uma matriz A cumpre

AB = C, então A = A(t, s) para algum par (t, s) ∈ R2, uma vez que

S1 e S2 contêm todas as soluções dos sistemas associados à igualdade

AB = C.

11. Escalonando-se a matriz aumentada do sistema dado, obtém-se que esta

é linha equivalente à matriz 1 −2 1 2 1

0 9 −6 −3 2

0 0 0 0 1/3

 ,

cujo sistema linear associado,
x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 1

9x2 − 6x3 − 3x4 = 2

0 = 1
3
,

claramente, tem conjunto solução S = ∅.

12. Fazendo-se

B =


a

b

c

d

 ,
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tem-se que a matriz aumentada do sistema AX = B é

(A|B) =


1 −2 1 0 a

3 −6 2 −1 b

−2 4 1 3 c

0 0 1 1 d

 .

Escalonado-se essa matriz, conclúımos que (A|B) é linha equivalente à

matriz 
3 −6 2 −1 b

0 0 1
3

1
3

3a−b
3

0 0 7
3

7
3

3c+2b
3

0 0 0 0 7d−3c−2b
7

 .

Claramente, o sistema linear associado a essa última matriz terá solução

se, e somente se, 7d− 3c− 2b = 0, o que caracteriza as matrizes coluna

B para as quais o sistema AX = B admite solução.

13. Procedendo-se como no Exemplo 1.6, conclui-se que A é invert́ıvel e que

sua inversa é a matriz

A−1 =

[
0 −1/2

1 1/2

]
.

Assim, a solução X do sistema AX = B é

X = A−1B =

[
0 −1/2

1 1/2

] [
3

−1

]
=

[
1/2

5/2

]
.

14. (a) Uma vez que A+B = (aij + bij)n×n, temos que

traço (A+B) =
n∑

i=1

(aii + bii) =
n∑

i=1

aii +
n∑

i=1

bii = traçoA+ traçoB.

(b) Analogamente, temos λA = (λaij)n×n, donde

traço (λA) =
n∑

i=1

λaii = λ

n∑
i=1

aii = λ traçoA.



240 Soluções dos Exerćıcios Apênd. B

15. Segue-se da igualdade (1.7) e do exerćıcio anterior que

traçoC = traço (AB − BC) = traço (AB)− traço (BC) = 0.

16. Temos que A é invert́ıvel e B = A−1 se, e somente se, AB = BA = I.

Essas igualdades, por sua vez, equivalem a B∗A∗ = A∗B∗ = I∗ = I,

donde se infere que A é invert́ıvel se, e só se A∗ é invert́ıvel, e que, no

caso afirmativo, (A∗)−1 = B∗ = (A−1)∗.

17. Fazendo-se C = B−1A−1, temos que

(AB)C = (AB)(B−1A−1) = I e C(AB) = (B−1A−1)(AB) = I,

donde se infere que AB é invert́ıvel e que C = B−1A−1 é a sua inversa.

18. Multiplicando-se à direita ambos os membros de A2 − A + I = 0 por

B, obtém-se A2B − AB + I = 0. Supondo-se AB = I, tem-se então

A− I +B = 0, isto é, B = I − A. Dáı, tem-se

AB = A(I − A) = A− A2 = I e BA = (I − A)A = A− A2 = I,

donde se conclui que A é invert́ıvel e que sua inversa é A−1 = I − A.

19. (a) Suponha que todas as entradas da i-ésima linha de A são nulas.

Então, dada uma matriz B n× n, fazendo-se C = AB, tem-se

cii =
n∑

k=1

aikbkj = 0.

Em particular, C não é a matriz identidade I, donde se conclui que A

não é invert́ıvel.

(b) Analogamente, se as entradas da j-ésima coluna de A são todas nulas,

então, para toda B n× n, e C = BA, tem-se

cii =
n∑

k=1

bikakj = 0,

donde se infere que C 6= I e, portanto, que A não é invert́ıvel.
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20. (a) Supondo-se A e B semelhantes, tem-se que existe M, invert́ıvel, tal

que A = M−1BM. Assim, observando-se que f(AB) = f(BA) para

quaisquer matrizes A,B ∈ M(n), tem-se

f(A) = f(M−1BM) = f(M−1MB) = f(IB) = f(I)f(B) = f(B).

(b) Seja A ∈ M(n) invert́ıvel. Então,

1 = f(I) = f(AA−1) = f(A)f(A−1).

Logo, f(A) 6= 0 e f(A−1) = 1/f(A).

Caṕıtulo 2

1. Suponha que 0 e 0′ sejam vetores nulos de um espaço vetorial V. Sendo 0

um vetor nulo, temos que 0′+0 = 0′. Porém, sendo 0′ também um vetor

nulo, temos 0+ 0′ = 0. Segue-se dessas igualdades e da comutatividade

da adição de vetores que 0 = 0′.

2. (a) Procedendo-se como no Exemplo 2.5, verifica-se que W é o subespaço

de R2 gerado pelo vetor v = (−1, 1).

(b) Procedendo-se como no Exemplo 2.7, verifica-se que W é o subespaço

de R3 gerado pelos vetores v1 = (1, 0, 0) e v2 = (0, 1, 0).

(c) Dado v = (x, y, z) ∈ W, z > 0, tem-se que −v = (−x,−y,−z) 6∈ W.

Logo, W não é um subespaço de R3.

(d) É imediato que a matriz nula de M(n) é diagonal, que a soma de

matrizes diagonais é uma matriz diagonal, e que o produto de um escalar

por uma matriz diagonal é também uma matriz diagonal. Logo, W é um

subespaço vetorial de M(n).

(e) A soma de dois polinômios de grau n de P [t,R] não é, necessaria-

mente, um polinômio de grau n ou o polinômio nulo. (Tome, por exem-

plo, n = 2 e os polinômios t2+ t e −t2+ t.) Logo, W não é um subespaço

de P [t,R].
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3. É imediato que se U ⊂ W ou W ⊂ U, então U ∪W é um subespaço de V.

Suponhamos, então, que U 6⊂ W e W 6⊂ U, e provemos que U ∪W não é

um subespaço de V. Para tanto, tomemos u ∈ U/W (isto é, u pertence

a U e não pertence a W ) e v ∈ W/U. Claramente, u, v ∈ U ∪W. Porém,

u+ v 6∈ U. Caso contrário, teŕıamos v = (u+ v)− u ∈ U (já que U é um

subespaço), o que contradiz nossa hipótese. Analogamente, verifica-se

que u+ v 6∈ W, donde u+ v 6∈ U ∪W. Logo, U ∪W não é um subespaço

vetorial de V.

4. Temos que (4,−2, 5,−1) ∈ ger{(1,−1, 0, 1), (0, 1, 1,−1), (1,−1, 1, 0)} se,

e somente se, existem escalares x, y e z, tais que

x(1,−1, 0, 1) + y(0, 1, 1,−1) + z(1,−1, 1, 0) = (4,−2, 5,−1),

isto é, se, e somente se, o terno (x, y, z) é solução do sistema linear
x + z = 4

−x + y − z = −2

y + z = 5

x − y = −1.

Escalonando-se a matriz aumentada desse sistema, obtém-se
1 0 1 4

0 1 0 2

0 0 1 3

0 0 0 0

 ,

donde se conclui que x = 1, y = 2 e z = 3. Logo, (4,−2, 5,−1) ∈
ger{(1,−1, 0, 1), (0, 1, 1,−1), (1,−1, 1, 0)}.

5. Claramente, dimW1 = dimW2 = 3, de modo que é suficiente mostrar

que todos os geradores de W2 pertencem a W1. Para tando, observemos

que um vetor w = (a, b, c, d) pertence a W1 se, e somente se, o sistema

AX = [w] admite solução, em que A é a matriz 4×3 cujas colunas são os

geradores de W1. Resolvendo esse sistema, conclui-se que w se escreve,
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necessariamente, como w = (a, b,−a + b/4, d). Dáı, conclui-se que cada

um dos geradores de W2 pertence, de fato, a W1, donde W1 = W2.

6. Sejam v = (x1, . . . , xn) e w = (y1, . . . , yn) soluções do sistema AX = 0.

Então, A[v] = A[w] = 0. Observando-se que [v + w] = [v] + [w] e que,

para todo λ ∈ R, [λv] = λ[v], tem-se

A[v + w] = A[v] + A[w] = 0 e A[λv] = λA[v] = 0.

Logo, v + w e λv são soluções AX = 0, donde se infere que o conjunto

solução de AX = 0 é um subespaço de Rn.

7. A fim de investigar a dependência linear dos vetores dados, consideremos

a equação

x(λ, 1, 0) + y(1, λ, 1) + z(0, 1, λ) = (0, 0, 0),

a qual equivale ao sistema linear

(∗)


λx + y = 0

x + λy + z = 0

y + λz = 0.

É imediato que esse sistema admite apenas a solução trivial se λ = 0

ou λ = 1. Assim, em qualquer desses casos, os vetores dados são LI.

Suponhamos, então, que λ 6= 0 e λ 6= 1. Nesse caso, escalonando-se a

matriz reduzida desse sistema, obtém-seλ 1 0

0 λ2−1
λ

1

0 0 λ3−2λ
λ2−1

 ,

donde se conclui que o sistema (∗) admite solução não trivial se, e so-

mente se, λ = ±
√
2. Assim, para esses valores de λ, e somente esses, os

vetores dados são linearmente dependentes.
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8. Argumentando por contraposição, temos que C = {v1, . . . , vn} é LD se,

e somente se, existem escalares x1, . . . , xn, não todos nulos, tais que

x1v1 + · · ·+ xnvn = 0.

Essa igualdade, porém, equivale a

AX = x1[v1] + · · ·+ xn[vn] = 0,

em que X é a matriz coluna

X =

x1

...

xn

 .

Logo, C é LD se, e somente se, o sistema AX = 0 admite uma solução

não trivial.

9. Basta considerar três vetores em um plano, sem que dois deles sejam

múltiplos um do outro. Por exemplo, v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0) e

v3 = (1, 1, 0).

10. Consideremos a equação x(u+ v) + y(u+ w) + z(v + w) = 0. Então,

(x+ y)u+ (x+ z)v + (y + z)w = 0.

Uma vez que u, v e w são LI, devemos ter

x+ y = x+ z = y + z = 0,

donde x = y = z = 0. Logo, o conjunto {u+ v, u+ w, v + w} é LI.

11. Segue-se diretamente da definição de polinômio que o conjunto

B = {1, t, t2, . . . , tn}

gera Pn e é LI. Logo, Pn é um subespaço de P [t,R] e B é uma de suas

bases, donde dimW = n+ 1.
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12. Dada uma matriz B ∈ WA, façamos

B =

[
a b

c d

]
.

Com essa notação, a igualdade AB = BA equivale às igualdades:
a + b = a + c

a + 2b = b + d

c + d = a + 2c

c + 2d = b + 2d,

as quais, por sua vez, implicam b = c = d− a, isto é,

B =

[
a d− a

d− a d

]
= a

[
1 −1

−1 0

]
+ d

[
0 1

1 1

]
.

Logo, WA é o subespaço de M(2) geraldo pelas matrizes[
1 −1

−1 0

]
e

[
0 1

1 1

]
,

donde dimWA = 2.

13. (a) Dados k, l ∈ {1, . . . , n}, com k ≤ l, seja Akl = (aij)n×n ∈ M(n), tal

que akl = 1 e aij = 0 sempre que i 6= k ou j 6= l. Claramente, o conjunto

B = {Akl ; 1 ≤ k ≤ l ≤ n} é uma base de Wtsup. Além disso, temos que

B contém (n2 + n)/2 elementos, donde dimWtsup = (n2 + n)/2.

(b) Analogamente ao item anterior, tomando-se 1 ≤ l ≤ k ≤ n e

definindo-se Akl = (aij)n×n por akl = 1 e aij = 0 para i 6= k ou j 6= l,

tem-se que B = {Akl ; 1 ≤ l ≤ k ≤ n} é uma base de Wtinf , donde

dimWtinf = (n2 + n)/2.

(c) Dados k, l ∈ {1, . . . , n}, defina Akl = (aij)n×n ∈ M(n) por akl =

alk = 1 e aij = 0 para (i, j) 6= (k, l) e (i, j) 6= (l, k). Nessas condições,

temos que B = {Akl ; 1 ≤ l, k ≤ n} é uma base de Wsim, donde se infere

que dimWsim = (n2 + n)/2.
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(d) No caso das matrizes antissimétricas, para k 6= l ∈ {1, . . . , n}, defini-
mos Akl = (aij)n×n ∈ M(n) por akl = 1, alk = −1 e aij = 0 para (i, j) 6=
(k, l) e (i, j) 6= (l, k). Sendo assim, temos que B = {Akl ; 1 ≤ l 6= k ≤ n}
é uma base de Wasim. Logo, dimWasim = (n2 − n)/2.

14. Basta observar que todo polinômio f ∈ P [t,R] pode ser identificado com

uma função f : R → R, f = f(t). Com essa identificação, P [t,R] passa
a ser um subespaço de F(R,R). Porém, conforme constatamos, P [t,R]
é de dimensão infinita. Logo, pela Proposição 2.10, vale o mesmo para

F(R,R).

15. Escalonando-se a matriz A, bem como sua transposta, conclui-se que

ambas são linha equivalentes a1 0 −1

0 1 2

0 0 0

 .

Logo, LA = CA = ger{(1, 0,−1), (0, 1, 2)}.

16. Sejam u1, . . . , un os vetores linha de A, e v1, . . . , vn seus vetores coluna.

Uma vez que

aij = λi+ µj ∀1 ≤ i, j ≤ n,

temos que

� ui = iλ(1, 1, . . . , 1) + µ(1, 2, . . . , n);

� vj = λ(1, 2, . . . , n) + µj(1, 1, . . . , 1);

donde se infere que

LA = CA = ger{(1, 1, . . . , 1), (1, 2, . . . , n)},

e que A tem posto 2 < n. Logo, A não é invert́ıvel.

17. Procedendo-se como no Exemplo 2.19, obtém-se as seguintes bases para

os subespaços dados:
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a) B = {(3,−14, 14), (0,−2, 5)};
b) B = {(9, 10, 11, 12), (0, 8, 16, 24)}.

18. Sejam v1, v2, v3 e v4 os vetores coluna de A. Pelas condições do problema,

tem-se (vide Observação 2.1),

0 = [v1 v2 v3 v4]


−1

0

1

2

 = −v1 + v3 + 2v4.

Considerando-se, também, os outros dois vetores que irão gerar o con-

junto solução do sistema, (3, 4,−2, 5) e (1, 4, 0, 9), obtém-se mais duas

equações vetoriais envolvendo os vetores coluna v1, . . . , v4. Renindo-as

todas, tem-se o seguinte sistema de equações vetoriais:
−v1 + v3 + 2v4 = 0

3v1 + 4v2 − 2v3 + 5v4 = 0

v1 + 4v2 + 9v4 = 0.

(B.1)

Uma vez que estamos buscando matrizes de posto 1, podemos supor

v4 = 0. Nesse caso, verifica-se facilmente que, dado v 6= 0 em R4, a

quadra de vetores

v1 = v, v2 = −v

4
, v3 = v e v4 = 0,

é uma solução de (B.1). Assim, cada um dos vetores

(−1, 0, 1, 2), (3, 4,−2, 5) e (1, 4, 0, 9)

é uma solução do sistema linear homogêneo AX = 0, em que

A = [v − v/4 v 0].

Claramente, A tem posto 1. Além disso, se w = (a, b, c, d) é solução de

AX = 0, então, (
a− b

4
+ c

)
v = 0.
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Logo, w = (a, b,−a + b/4, d), donde se infere que o conjunto solução de

AX = 0 tem dimensão 3. Sendo assim, uma vez que o conjunto

{(−1, 0, 1, 2), (3, 4,−2, 5), (1, 4, 0, 9)}

é LI (verifique!), tem-se que o mesmo constitui uma base do conjunto

solução de AX = 0.

19. Designemos por w1, w2 e w3 os vetores coluna de B, a serem determina-

dos, e escrevamos:

w1 = (x1, x2, x3, x4, x5), w2 = (y1, y2, y3, y4, y5), w3 = (z1, z2, z3, z4, z5).

Uma vez que AB = [A[w1] A[w2] A[w3]] (vide Exerćıcio 8 – Cap. 1),

devemos ter

A[w1] = [v1], A[w2] = [v4] e A[w3] = 0.

Porém,

A[w1] = [[v1] [v2] [v3] [v4] [v5]]


x1

x2

x3

x4

x5

 =
5∑

i=1

xi[vi].

Analogamente,

A[w2] =
5∑

i=1

yi[vi] e A[w3] =
5∑

i=1

zi[vi].

Considerando-se todas essas igualdades, chegamos a

5∑
i=1

xivi = v1,
5∑

i=1

yivi = v4 e
5∑

i=1

zivi = 0.

Dáı e da igualdade v1 + v2 − 2v4 + 3v5 = 0, conclui-se que os vetores

coluna,

w1 = (1, 0, 0, 0, 0), w2 = (0, 0, 0, 1, 0) e w3 = (1, 1, 0,−2, 3)
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definem a matriz (de posto 3)

B =


1 0 1

0 0 1

0 0 0

0 1 −2

0 0 3

 ,

a qual cumpre AB = [v1 v4 0].

20. Sejam e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1) os vetores da base canônica de R2. É

imediato que as matrizes (descritas por seus vetores coluna)

A1 = [e1 e2], A2 = [e2 e1], A1 = [e1 − e2], A1 = [e2 − e1]

têm posto 2. Logo, são invert́ıveis, pela Proposição 2.14. Além disso,

tomando-se escalares λ1, . . . , λ4 tais que

4∑
i=1

λiAi = 0,

obtém-se as igualdades

(λ1 + λ3)e1 + (λ2 + λ4)e2 = 0 e (λ1 − λ3)e1 + (λ2 − λ4)e2 = 0,

donde se infere que λi = 0 ∀i = 1, . . . , 4. Logo, as matrizes A1, . . . , A4

são LI. Uma vez que dimM(2) = 4, segue-se da Proposição 2.10 que

B = {A1, . . . , A4} é uma base de M(2).

21. A afirmação segue-se diretamente do Lema 2.1 e das Proposições 2.5 e

2.10.

22. Dado v ∈ V, temos que existem escalares λ1, . . . , λn, tais que

v =
n∑

i=1

λivi =
k∑

i=1

λivi +
n∑

i=k+1

λivi ∈ U +W,
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donde V = U + W. Além disso, dado w ∈ U ∩ W, existem escalares

x1, . . . , xk e yk+1, . . . , yn, tais que

w =
k∑

i=1

xivi e w =
n∑

i=k+1

yivi,

donde
k∑

i=1

xivi −
n∑

i=k+1

yivi = 0.

Uma vez que os vetores vi formam uma base de V, esta última igualdade

implica que os coeficientes xi, bem como os coeficientes yi, são todos

nulos. Logo, w = 0, donde U ∩W = {0} e, portanto, V = U ⊕W.

23. Segue-se do resultado do Exerćıcio 7 – Cap. 1, que M(n) = Wsim+Wasim.

Além disso, se A ∈ Wsim ∩ Wasim, então A = A∗ = −A, donde A = 0.

Assim, Wsim ∩Wasim = ∅ e, portanto, M(n) = Wsim ⊕Wasim.

24. Suponhamos, por absurdo, que U∩W = {0}. Nesse caso, pela Proposição
2.16-(ii), dim(U ⊕W ) = dimU +dimW > dimV, o que contradiz o fato

de que U ⊕W é um subespaço de V. Logo, existe um vetor não nulo em

U ∩W.

25. Se U ∩W = {0}, o resultado segue-se da Proposição 2.16-(ii). Suponha-

mos, então, que U ∩W 6= {0}, e tomemos uma base {v1, . . . , vk} desse

subespaço. Suponhamos ainda que U e W tenham dimensões m e n,

respectivamente, e tomemos bases BU = {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , um}, de U,
e BW = {v1, . . . , vk, wk+1, . . . , wn}, de W. Assim, temos que

B = {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , um, wk+1, . . . , wn}

constitui um conjunto de geradores de U +W.

Tomemos, agora, escalares x1, . . . , xk, yk+1, . . . , ym e zk+1, . . . , zn, tais

que
k∑

i=1

xivi +
m∑

i=k+1

yiui +
n∑

i=k+1

ziwi = 0, (B.2)
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e observemos que o terceiro somatório é um vetor w de W. Escrevendo-o,

através da igualdade acima, como combinação linear dos dois primeiros,

conclúımos que w é também um vetor de U. Logo, existem escalares

µ1, . . . , µk, tais que

w =
n∑

i=k+1

ziwi =
k∑

i=1

µivi,

donde se infere que todos os coeficientes zi e µi são nulos, pois BW é uma

base de W. Em particular, w = 0. Dáı, da igualdade (B.2), e do fato de

BW ser uma base de W, conclui-se que os coeficientes xi e yi são também

nulos. Desta forma, B é LI e, portanto, é uma base de U +W. Logo,

dim(U +W ) = k + (m− k) + (n− k)

= m+ n− k

= dimU + dimW − dim(U ∩W ).

Caṕıtulo 3

1. Procedendo-se como nos Exemplos 3.3 e 3.4, verifica-se que as aplicações

dos itens (a) e (c) são lineares. A aplicação T do item (b) não é linear,

pois T (2, 2, 0, 0) = (4, 0) 6= 2(1, 0) = 2T (1, 1, 0, 0). A aplicação T do item

(d) tampouco é linear, pois T (0, 0) = (−2, 0, 0) 6= (0, 0, 0).

2. Sejam u, v ∈ T−1(W0) e λ ∈ R. Assim, temos que T (u), T (v) ∈ W0. Dáı,

da linearidade de T, e do fato de W0 ser um subespaço de W, tem-se

que T (u + λv) = T (u) + λT (v) ∈ W0, donde u + λv ∈ T−1(W0). Logo,

T−1(W0) é um subespaço vetorial de V.

3. Sejam λ1, . . . , λk ∈ R, tais que λ1v1+ · · ·+λkvk = 0. Aplicando-se T em

ambos os membros dessa igualdade, e considerando-se sua linearidade,

obtém-se λ1T (v1) + · · · + λkT (vk) = 0. Porém, {T (v1), . . . , T (vk)} é LI,

donde λ1 = · · · = λk = 0. Logo, {v1, . . . , vk} é LI em V.
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4. Dado v ∈ V0 + V1, existem v0 ∈ V0 e v1 ∈ V1, tais que v = v0 + v1, donde

T (v) = T (v0)+T (v1) ∈ T (V0)+T (V1). Logo, T (V0+V1) ⊂ T (V0)+T (V1).

Agora, dado w ∈ T (V0) + T (V1), existem v0 ∈ V0 e v1 ∈ V1, tais que

w = T (v0) + T (v1) = T (v0 + v1) ∈ T (V0 + V1), donde T (V0) + T (V1) ⊂
T (V0 + V1). Dessa forma, T (V0 + V1) = T (V0) + T (V1).

5. (a) Uma vez que T (0) = 0 = λ0, temos que 0 ∈ Vλ. Agora, dados

u, v ∈ Vλ e µ ∈ R, tem-se

T (u+ µv) = T (u) + µT (v) = λu+ µλv = λ(u+ µv),

donde u+ µv ∈ Vλ. Logo, Vλ é um subespaço de V.

(b) Tomemos escalares a1, a2 ∈ R, tais que a1v1+a2v2 = 0. Aplicando-se

T em ambos os membros dessa igualdade, obtém-se a1λ1v1+a2λ2v2 = 0.

Porém, a1v1 = −a2v2, donde a2(λ2 − λ1)v2 = 0. Uma vez que λ1 6= λ2 e

v2 6= 0, tem-se a2 = 0. Dáı, a1v1 = −a2v2 = 0, donde a1 = 0. Logo, v1 e

v2 são LI.

6. Se a i-ésima linha de A for nula, então, para todo (x1, . . . , xn), a i-

ésima coordenada de T (x1, . . . , xn) será nula (vide Observação 3.1-(ii)).

Nessas condições, fazendo-se W = ger{e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en}, tem-se

que dimW = n − 1 e T (Rn) ⊂ W. Logo, T não é sobrejetiva. Decorre

também do fato de A ter uma linha nula que o sistema homogêneo AX =

0 admite uma solução não trivial (vide Proposição 2.14), isto é, existe

v ∈ Rn, v 6= 0, tal que A[v] = 0. Dessa forma, T (v) = T (0) = 0, donde

T não é injetiva.

Suponhamos agora que a j-ésima coluna de A seja nula. Então, T (ej) =

0 = T (0), donde T não é injetiva (vide Observação 3.1-(i)). Além disso,

uma vez que Im T = ger{T (e1), . . . , T (ej), . . . , T (en)} (pela Proposição

3.5), temos que dim(Im T ) ≤ n − 1, donde se infere que T não é sobre-

jetiva.

7. Por hipótese, existe um vetor não nulo v1 ∈ Rn, tal que f(v1) 6= 0, donde

ger{f(v1)} = R. Tomando-se uma base B = {v1, . . . , vn} de Rn contendo
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v1, segue-se da Proposição 3.5 que f(Rn) = ger{f(v1), . . . , f(vn)} = R.
Logo, f é sobrejetiva. Além disso, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem,

dim(nuc f) = n−1. Assim, podemos supor que v2, . . . , vn ∈ nucT. Nesse

caso, fazendo-se a = f(v1), tem-se

f(x1, . . . , xn)B = x1f(x1) + x2f(v2) + · · ·+ xnf(vn) = ax1.

Dáı, tem-se que a matriz de f com respeito a B é:

[f ]B =
[
a 0 0 · · · 0

]
.

8. Dadas matrizes B,C ∈ M(2), e λ ∈ R, tem-se

T (B + λC) = A(B + λC) = AB + λAC = T (B) + λT (C),

donde se infere que T é linear. Ademais, fazendo-se A = (aij)2×2 e

tomando-se a base canônica B = {Eij ; 1 ≤ i, j ≤ 2} de M(2) (vide

Exemplo 2.9), verifica-se facilmente que

T (Eij) = AEij = aijEij.

Assim, ordenando-se a base B como

E11, E12, E21, E22,

tem-se que a matriz de T com respeito a B é

[T ]B =


a11 0 0 0

0 a12 0 0

0 0 a21 0

0 0 0 a22

 .

9. A fim de determinarmos [I]B
′

B , escrevamos os vetores de B em coordenadas

com respeito a B′:

(1, 1) = a(2, 1) + b(0, 1)

(−1, 1) = c(2, 1) + d(0, 1).
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Resolvendo-se os sistemas lineares para a, b e c, d, obtém-se

a =
1

2
, b =

1

2
, c = −1

2
e d =

3

2
,

donde se conclui que

[I]B
′

B =

[
1/2 −1/2

1/2 3/2

]
.

Uma vez que [I]BB′ é a inversa de [I]B
′

B , tem-se

[I]BB′ =

[
3/2 1/2

−1/2 1/2

]
.

Para o vetor v = (−1, 3)B, temos que

[v]B′ = [I]B
′

B [v]B =

[
1/2 −1/2

1/2 3/2

] [
−1

3

]
=

[
−2

4

]
.

Desta forma, v = (−1, 3)B = (−2, 4)B′ . Analogamente, para o vetor

w = (−1, 3)B′ , temos que

[w]B = [I]BB′ [w]B′ =

[
3/2 1/2

−1/2 1/2

] [
−1

3

]
=

[
3

2

]
,

donde w = (−1, 3)B′ = (3, 2)B.

10. Procedendo-se como no Exemplo 3.12, obtém-se

[T ]B =

[
3/2 −1/2

3/2 3/2

]
.

Dáı, utilizando-se as matrizes [I]B
′

B e [I]BB′ , obtidas no exerćıcio anterior,

e lançando-se mão da Proposição 3.3, obtém-se

[T ]B′ = [I]B
′

B [T ]B[I]
B
B′ =

[
1/2 −1/2

7/2 5/2

]
.

Quanto ao traço dessas matrizes, tem-se

traço [T ]B = traço [T ]B′ = 3.
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11. Uma vez que [v]B′ = [I]B
′

B [v]B, temos que um vetor v ∈ R3 satisfaz [v]B =

[v]B′ se, e somente se, [I]B
′

B [v]B = [v]B, o que é equivalente a

([I]B
′

B − I)[v]B = 0,

em que I é a matriz identidade deM(3). Assim, [v]B′ = [v]B se, e somente

se, [v]B é solução do sistema linear homogêneo AX = 0, em que A =

[I]B
′

B − I. Sendo B′ a base canônica de R3, temos que os vetores de B são

justamente os vetores coluna de [I]B
′

B , isto é

[I]B
′

B =

 5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4

 ,

o que nos dá,

A =

 5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4

−

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

 4 −6 −6

−1 3 2

3 −6 −5

 .

Escalonando-se A, verifica-se que o conjunto solução de AX = 0 são os

ternos da forma (3t,−t, 3t), t ∈ R. Logo, v satisfaz [v]B′ = [v]B se, e

somente se,

[v]B =

 3t

−t

3t

 = t

 3

−1

3

 , t ∈ R.

Logo, todos os vetores do subespaço W gerado por w = (3,−1, 3)B têm

as mesmas coordenadas com respeito às bases B e B′.

12. Observando-se que v1 = (1, 0, 1, 0) e v2 = (−1, 0, 0, 1) são LI. Podemos

escolher v3, v4 ∈ R4, tais que B = {v1, v2, v3, v4} seja uma base de R4.

Assim, basta definir T como o operador linear que satisfaz

T (v1) = T (v2) = 0, T (v3) = (1,−1, 0, 2) e T (v4) = (0, 1,−1, 0).
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13. Procedendo-se como no Exemplo 3.14, no caso da transformação linear

T : R2 → R3, T (x, y) = (3x− 2y, x− y,−2x+ 2y), obtém-se

nucT = {0} e ImT = ger{(3, 1,−2), (−2,−1, 2)},

donde se infere que T é injetiva (por ter núcleo trivial) e não sobrejetiva

(pois dim(Im T ) = 2 < 3 = dimR3).

Quanto ao operador T : R3 → R3, dado por

T (x, y, z) = (x+ y − 2z, x− 2y + z, x− z),

tem-se

nucT = ger{(1, 1, 1)} e ImT = ger{(1, 1, 1), (1,−2, 0)}.

Nesse caso, T não é injetiva (por ter núcleo não trivial) e tampouco

sobrejetiva (pois dim(Im T ) = 2 < 3 = dimR3).

14. Segue-se diretamente da definição de T que nucT = {0}, bem como que

ImT = ger{t3, t2, t}.

15. (a) Se T1 = T2T , então Im T1 = Im (T2T ) ⊂ ImT2. Reciprocamente,

suponhamos que Im T1 ⊂ ImT2. Sendo assim, dada uma base B =

{v1, . . . , vn}, existem w1, . . . , wn, tais que T1(vi) = T2(wi) ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Definindo-se, então, T ∈ L (V ) por T (vi) = wi, tem-se T1(vi) = T2T (vi),

donde T1 = T2T.

(b) Se T1 = TT2, então nucT1 = nuc (TT2) ⊃ nucT2. Reciprocamente,

suponhamos que nuc T2 ⊂ nucT1. Se nucT2 = {0}, então T2 é bijetiva.

Dáı, definindo-se T = T1T
−1
2 , teremos T1 = TT2. Suponhamos, então, que

dim(nuc T2) = k, 1 ≤ k < n. (Lembre que T2 6= 0, de modo que devemos

ter k < n.) Considere uma base B = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}, de V,

tal que {v1, . . . , vk} seja uma base de nuc T2. Assim, a restrição de T2

ao subespaço W = ger{vk+1, . . . , vn} será injetiva, pois nuc T2|W = {0}.
Em particular, os vetores T2(vk+1), . . . , T2(vn) são LI. Podemos, então,

tomar uma base B′, de V, a qual contenha esses vetores, isto é, B′ =
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{w1, w2, . . . , wk, T2(vk+1), . . . , T2(vn)}. Agora, basta definir T nos vetores

da base B′ da seguinte forma:

T (wi) = 0 ∀i ∈ {1, . . . , k} e T (T2(vi)) = T1(vi) ∀i ∈ {k + 1, . . . , n}.

Dáı, e da inclusão nuc T2 ⊂ nucT1, conclui-se que as transformações

lineares T1 e TT2 coincidem em B, isto é,

T1(vi) = TT2(vi) ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Logo, T1 = TT2.

16. Sendo W0 um subespaço de W, temos que 0 ∈ W0, donde nuc T =

T−1{0} ⊂ T−1(W0) = V0. Porém, sendo T0 a restrição de T a V0, tem-se

nucT0 = nucT ∩ V0 = nucT. Agora, aplicando-se o Teorema do Núcleo

e da Imagem à transformação T , tem-se

dim(nuc T ) = dim V − dimT (V ) ≥ dimV − dimW.

Aplicando-o agora a T0, e usando-se a desigualdade acima, tem-se

dimV0 = dim(nuc T0) + dimT (V0) = dim(nuc T ) + dimT (V0)

≥ dimV − dimW + dimT (V0).

17. Dado w ∈ T2(nuc (T1T2)), tem-se que existe v ∈ nuc (T1T2), tal que

T2(v) = w. Assim,

0 = T1(T2(v)) = T1(w),

donde w ∈ nucT1, isto é, T2( nuc (T1T2) ) ⊂ nuc (T1).

Agora, fazendo-se K = nuc (T1T2) e aplicando-se o Teorema do Núcleo e

da Imagem a T2|K : K → T2(K), obtém-se

dimK = dim(nuc (T2|K)) + dim(T2(K)) ≤ dim(nuc T2) + dim(nuc T1).

Por fim, aplicando-se o Prinćıpio da Indução, conclui-se facilmente que,

se T1, . . . Tk : V → V são operadores lineares, então

dim(nuc (T1 . . . Tk)) ≤ dim(nuc T1) + · · ·+ dim(nuc Tk).
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18. (a) Temos que

posto (T1 + T2) = dim(T1 + T2)(U) = dim(T1(U) + T2(U))

= dimT1(U) + dimT2(U)− dim(T1(U) ∩ T2(U))

≤ dimT1(U) + dimT2(U).

= postoT1 + postoT2.

Claramente, valerá a igualdade se, e somente se, dim(T1(U)∩T2(U)) = 0,

o que equivale a T1(U) ∩ T2(U) = {0}.

(b) Uma vez que posto (T3T1) = dim(T3T1)(U), é imediato que

posto (T3T1) ≤ dimT3(V ) = posto (T3),

e que vale a igualdade, se T1 for sobrejetiva. Agora, dada uma base

B = {v1, . . . , vn}, de U, tem-se que

posto (T3T1) = dim ger{T3(T1(v1)), . . . , T3(T1(vn))}
≤ dim ger{T1(v1), . . . , T1(vn)} = posto (T1),

em que vale a igualdade, se T3 for injetiva, pois transformações lineares

injetivas levam vetores LI em vetores LI.

19. Sejam λ1 . . . , λk ∈ R, tais que

λ1v + λ2T (v) + · · ·+ λkT
k−1(v) = 0.

Aplicando-se T k−1(v) a ambos os membros dessa igualdade, obtém-se

λ1T
k−1(v) = 0, donde λ1 = 0, uma vez que T k−1(v) 6= 0. Assim, temos

λ2T (v) + · · ·+ λkT
k−1(v) = 0.

Aplicando-se, agora, T k−2 a ambos os membros dessa última igualdade,

obtém-se λ2 = 0. Após k repetições desse procedimento, obteremos

λ1 = · · · = λk = 0.

Logo, {v, T (v), T 2(v), . . . , T k−1(v)} é LI.
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20. Suponha que T 2 = 0. Dado w = T (v) ∈ ImT, temos que T (w) =

T 2(v) = 0, donde w ∈ nucT. Logo, ImT ⊂ nucT.

Reciprocamente, se Im T ⊂ nucT, então, para todo v ∈ V, tem-se T (v) ∈
nucT, isto é, T (v) = 0. Assim, T 2(v) = 0, o que implica T 2 = 0.

21. Sejam TA : R → Rn e TB : Rn → R transformações lineares, tais que

[TA] = A e [TB] = B. Pelo Corolário 3.3, TA não é sobrejetiva, e TB

não é injetiva. Logo, TATB não é bijetiva. Porém, pela Proposição 3.8,

AB é a matriz de TATB com respeito à base canônica de Rn. Logo, pelo

Corolário 3.5, AB não é invert́ıvel.

22. Considerando-se os vértices do paralelogramo como vetores, temos que

b − a = c − d, donde T (b − a) = T (c − d) e, portanto, T (b) − T (a) =

T (c) − T (d). Logo, T (a), T (b), T (c) e T (d) são também vértices de um

paralelogramo (Lembre que, para que um quadrilátero seja um parale-

logramo, é necessário e suficiente que dois de seus lados opostos sejam

paralelos.)

23. Suponha que v ∈ nuc (T − I), donde T (v) = v. Aplicando-se T k−1 a

ambos os membros dessa igualdade, obtém-se T k−1(v) = 0, pois T k = 0.

Aplicando-se agora T k−2 a ambos os membros de T (v) = v, obtém-se

T k−2(v) = 0. Após k− 1 repetições desse processo, obtém-se v = T (v) =

0, donde nuc (T − I) = {0}. Logo, T − I é um isomorfismo.

24. Sejam TA, TB : Rn → Rn os operadores lineares de Rn, tais que [TA] = A

e [TB] = B. Uma vez que AB = I, temos que TATB = IRn , em que IRn

denota o operador identidade de Rn.

Suponha que TB(v) = 0. Então, v = TA(TB(v)) = 0, donde TB é injetiva

e, portanto, bijetiva. Dáı, e do Corolário 3.5, temos que B é invert́ıvel,

o que, juntamente com a igualdade AB = I, nos diz que A = B−1. Logo

A e B são invert́ıveis, sendo uma a inversa da outra.

25. Façamos B = {v1, . . . , vn}, A = (aij)n×n, e definamos o operador T :
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V → V como aquele que satisfaz [T ]B = A, isto é,

T (vj) = a1jv1 + · · ·+ anjvn, j = 1, . . . , n.

Uma vez que A e B são semelhantes, exite uma matriz invert́ıvel, M =

(mij)n×n, tal que AM = MB. Seja TM : V → V o operador tal que

[TM ]B = M, isto é,

TM(vj) = m1jv1 + · · ·+mnjvn, j = 1, . . . , n.

Sendo M invert́ıvel, pela Proposição 3.12, TM é invert́ıvel. Logo, pelo

Corolário 3.1, o conjunto B′ = {TM(v1), . . . , TM(vn)} é uma base de V.

Além disso, uma vez que os vetores TM(vj) são os vetores coluna de M

em coordenadas com respeito à base B, segue-se da Proposição 3.2-(i)

que M = [I]BB′ . Dáı e da Proposição 3.3, obtém-se

[T ]B′ = ([I]BB′)−1[T ]B[I]
B
B′ = M−1AM = B.

26. Sendo A e B semelhantes, existe uma matriz invert́ıvel M ∈ M(n),

tal que AM = MB, donde T (M) = 0. Sendo M invert́ıvel, tem-se

que M 6= 0. Logo, T tem núcleo não trivial, donde T não é bijetiva e,

portanto, não é um isomorfismo.

27. Sejam IV e IW as aplicações identidade de V e W, respectivamente. É

imediato que TIV = IWT. Consideremos o produto TIV , e fixemos bases

em V e W de acordo com o diagrama:

V
IV−→ V

T−→ W

(B1) (B2) (B′
2)

Nessas condições, segue-se da Proposição 3.8 que vale a igualdade:

[TIV ]
B′
2

B1
= [T ]

B′
2

B2
[IV ]

B2
B1
.

Analogamente, considerando-se o produto IWT de acordo com o dia-

grama:

V
T−→ W

IW−→ W

(B1) (B′
1) (B′

2).
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obtém-se

[IWT ]
B′
2

B1
= [IW ]

B′
2

B′
1
[T ]

B′
1

B1
.

Considerando-se essas igualdades e fazendo-se

M = [IW ]
B′
2

B′
1

e N = [IV ]
B2
B1
,

tem-se

M [T ]
B′
1

B1
= [IW ]

B′
2

B′
1
[T ]

B′
1

B1
= [IWT ]

B′
2

B1
= [TIV ]

B′
2

B1
= [T ]

B′
2

B2
[IV ]

B2
B1

= [T ]
B′
2

B2
N.

Caṕıtulo 4

1. Façamos

A =

[
a b

c d

]
e B =

[
a′ b′

c′ d′

]
,

de modo que

A+ I =

[
a+ 1 b

c d+ 1

]
e B − I =

[
a′ − 1 b′

c′ d′ − 1

]
.

Calculando-se os determinantes dessas matrizes, conclui-se facilmente

que detA = det(A+ I) se, e somente se, traçoA = −1, o que equivale a

A ser do tipo

A =

[
a b

c −1− a

]
.

Analogamente, detB = det(B− I) se, e somente se, seu traço é 1, o que

equivale a B ser do tipo

B =

[
a′ b′

c 1− a′

]
.

Se A satisfizesse detA = det(A+I) = det(A−I), teŕıamos que seu traço

seria −1, pela primeira igualdade, e 1, pela segunda, o que claramente

seria uma contradição.



262 Soluções dos Exerćıcios Apênd. B

2. Provemos por indução. O caso n = 1 é trivial. Suponhamos que, para

toda matriz triangular superior de ordem n − 1 ≥ 1, seu determinante

seja o produto das entradas de sua diagonal. Consideremos, então, uma

matriz triangular superior de ordem n, A = (aij). O desenvolvimento de

Laplace de A com respeito à sua primeira coluna, nos dá

detA = a11 detA11.

Observando-se que A11 é triangular superior, e que as entradas de sua

diagonal são a22, . . . , ann, segue-se da hipótese de indução que detA11 =

a22 . . . ann, donde

detA = a11a22 . . . ann,

como desejado.

O caso em que A é triangular inferior é tratado de forma inteiramente

análoga.

3. Uma vez que A tem n2 entradas, nas condições dadas, temos que o

número máximo de entradas não nulas de A é n2 − (n2 −n+1) = n− 1.

Logo, pelo menos um vetor coluna de A será nulo, donde detA = 0.

4. Pela n-linearidade do determinante, temos que det(−A) = (−1)n detA.

Assim, se A for antissimétrica e n for ı́mpar, teremos, em virtude da

igualdade (4.10), que

detA = detA∗ = det(−A) = (−1)n detA = − detA,

donde detA = 0.

5. Substituindo-se a segunda coluna de A por sua soma com a primeira

coluna, obtém-se a matriz

A1 =


2 0 0 0

2 3 1 3

0 1 −1 1

3 5 −2 0

 ,
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de modo que, pela Proposição 4.4,

detA = detA1 = 2detA2,

em que A2 ∈ M(3) é a matriz

A2 =

3 1 3

1 −1 1

5 −2 0

 .

Agora, substituindo-se a terceira coluna de A2 por sua diferença com a

primeira, obtém-se

A3 =

3 1 0

1 −1 0

5 −2 −5

 .

Novamente pela Proposição 4.4, tem-se detA2 = detA3. Dessa forma,

considerando-se o desenvolvimento de Laplace de A3 com respeito à ter-

ceira coluna, obtém-se

detA = 2detA2 = 2detA3 = −10

∣∣∣∣ 3 1

1 −1

∣∣∣∣ = −10(−3− 1) = 40.

6. Sejam v1, . . . , vn os vetores coluna de A, e v ∈ Rn, o vetor cujas coorde-

nadas são todas iguais a 1. Fazendo-se w = v1 + · · · + vn−1, segue-se da

hipótese que vn = kv − w. Logo,

detA = det(v1, . . . , vn−1, kv − w) = k det(v1, . . . , vn−1, v),

donde se infere que k divide detA.

7. O caso n = 1 é trivial. Suponhamos, então, que o resultado seja verda-

deiro para n−1 ≥ 1. Se a primeira coluna de A = (aij) for nula, teremos

que detA = 0. Assim, tomando-se como B a matriz nula de M(n), a

qual é triangular, tem-se detA = detB. Suponhamos, então, que ai1 6= 0

para algum i ∈ {1, . . . , n}. Uma vez que a troca de linhas altera apenas

o sinal do determinante, podemos supor que i = 1, isto é, que a11 6= 0.
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Agora, efetue sobre A as seguintes operações sobre suas linhas, a partir

da segunda:

li → li −
ai1
a11

l1, i = 2, . . . , n,

donde se obtém a matriz A′ = (a′ij), cujas entradas da primeira coluna,

exceto por a′11 = a11, são todas nulas. Pela Proposição 4.4,

| detA| = | detA′| = |a11 detA11|.

Aplicando-se a hipótese de indução sobre A11, tem-se que | detA11| =
| detB′|, em que B′ ∈ M(n − 1) é triangular. Podemos, então, definir

B ∈ M(n) como a matriz

B =


a11 0 0 · · · 0

0 b′11 b′12 · · · b′1(n−1)
...

...
...

...

0 b′(n−1)1 b′(n−1)2 · · · b′(n−1)(n−1)


.

Claramente, B é triangular, e sua natureza, superior ou inferior, é igual

à de B′. Sendo assim, pelas considerações acima,

| detA| = |a11 detA11| = |a11 detB′| = | detB|.

8. Nas condições dadas, temos que A se escreve como

A =

1 a b

a 1 c

b c 1

 .

Denote por ℓ1, ℓ2 e ℓ3 as linhas de A, e considere a matriz B obtida de

A efetuando-se sobre suas linhas as transformações elementares:

ℓ2 → ℓ2 − aℓ1 e ℓ3 → ℓ3 − bℓ1,
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isto é,

B =

1 a b

0 1− a2 c− ab

0 c− ab 1− b2

 .

Assim, pela Proposição 4.4,

detA = detB = (1− a2)(1− b2)− (c− ab)2 ≤ (1− a2)(1− b2).

Uma vez que, por hipótese, a2 e b2 são ambos ≤ 1, temos que detA ≤ 1.

9. Para n = 2, temos que

detA =

∣∣∣∣ 1 1

a1 a2

∣∣∣∣ = a2 − a1,

o que prova a igualdade nesse caso. Suponhamo-la verdadeira, pois,

para n − 1 ≥ 2. Procedendo-se como no Exemplo 4.4, consideremos as

seguintes operações sobre as linhas de A :

ℓn → ℓn − a1ℓn−1, ℓn−1 → ℓn−1 − a1ℓn−2, . . . , ℓ2 → ℓ2 − a1ℓ1.

A matriz resultante, então, será

B =


1 1 1 · · · 1

0 a2 − a1 a3 − a1 · · · an − a1
0 a22 − a1a2 a23 − a1a3 · · · a2n − a1an
...

...
...

...

0 an−1
2 − a1a

n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 · · · an−1

n − a1a
n−2
n

 .

Agora, observe que a j-ésima coluna da submatriz B11, de B, contém o

fator aj − a1. Levando-se isso em consideração, segue-se da Proposição

4.4 que

detA = detB = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1) detC, (B.3)
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em que C é a seguinte matriz de Vandermonde de ordem n− 1,
1 1 · · · 1

a2 a3 · · · an
a22 a22 · · · a2n
...

...
...

an−2
2 an−2

3 · · · an−2
n

 .

Pela hipótese de indução,

detC =
∏
i>j

(ai − aj), i, j ∈ {2, . . . , n},

o que, juntamente com (B.3), nos dá

detA =
∏
i>j

(ai − aj), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

10. Temos que [Tvi] = [T ][vi], de modo que as colunas da matriz associ-

ada à n-upla vetorial (T (v1), . . . , T (vn)) são [T ][v1], . . . , [T ][vn], isto é,

(T (v1), . . . , T (vn)) ' [[T ][v1] · · · [T ][vn]]. Além disso,

[T ] = [[T (e1)] · · · [T (en)]] ' (T (e1), . . . , T (en)).

Dessa forma, pela Propriedade Fundamental

det(T (v1), . . . , T (vn)) = det[[T ][v1] · · · [T ][vn]] = det([T ][[v1] · · · [vn]])
= det[T ] det[[v1] · · · [vn]]
= det(T (e1), . . . , T (en)) det(v1, . . . , vn).

(Vide Vide Exerćıcio 8 - Cap. 1.)

11. Segue-se da Propriedade Fundamental e da igualdade (4.10) que

1 = det(AA∗) = detA detA∗ = (detA)2,

donde detA = ±1.
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12. Suponha que A e B sejam semelhantes. Então, existe M ∈ M(2), in-

vert́ıvel, tal que AM = MB. Temos, também, que detA = detB e

traçoA = traçoB. Dáı, tem-se as seguintes igualdades:

ac = 1 e a+ c = 2 cos θ.

Combinado-as, obtém-se

0 = a2 − 2a cos θ + 1 = (a− cos θ)2 + sen2θ,

donde a = cos θ e sen θ = ±1.

Ocorrendo sen θ = 1, tem-se que A = I, donde

B = M−1AM = M−1M = I.

Analogamente, ocorrendo sen θ = −1, tem-se que B = −I.

13. Uma vez que A e B são linha equivalentes, temos que qualquer uma

delas pode ser obtida da outra por meio de uma sequência de operações

elementares sobre suas linhas. Relembremos que essas operações são:

(E1) troca de posição entre duas linhas ℓi e ℓj;

(E2) multiplicação de uma linha ℓi por um escalar λ 6= 0;

(E3) substituição de uma linha ℓj por ℓj +λℓi, sendo λ um real não nulo.

Agora, observemos que o determinante de uma matriz troca de sinal,

quando nela se realiza a operação E1. No caso da operação E2, o deter-

minante é multiplicado por λ, e no caso da operação E3, o determinante

fica inalterado, em virtude da Proposição 4.4.

Assim, no caso particular em que o determinante é nulo, nenhuma das

operações elementares o altera. Logo, detA = 0 se, e somente se, detB =

0. Se detA 6= 0, então detB = detA se, e somente se, a sequência de

operações sobre as linhas de A que a transformam em B tem as seguintes

propriedades:



268 Soluções dos Exerćıcios Apênd. B

� O total de operações do tipo E1 é par;

� O produto de todas as constantes λ nas ocorrências (havendo al-

guma) da operação E2 é igual a 1.

14. Uma vez que as linhas de A são as colunas de A∗ e vice-versa, eliminando-

se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A, obténdo-se assim Aij, e depois

transpondo-a, equivale a eliminar a j-ésima linha e a i-ésima coluna de

A∗, o que resulta em A∗
ji. Logo, (Aij)

∗ = A∗
ji.

Temos que adjA = (dij), em que dij = (−1)i+j detAji.Assim, escrevendo-

se adjA∗ = (cij), tem-se

cij = (−1)i+j detA∗
ji = (−1)i+j det(Aij)

∗ = (−1)i+j detAij = dji.

Logo, adjA∗ = (adjA)∗.

15. (a) Uma vez que A e B são invet́ıveis, temos que AB é invert́ıvel. Logo,

adj (AB) = det(AB)(AB)−1 = (detA detB)B−1A−1

= (detB)B−1(detA)A−1 = adjB adjA.

(b) Supondo-se AB = BA, temos que BA−1 = A−1B. Dáı, tem-se

(adjA)B = (detA)A−1B = (detA)BA−1 = B adjA.

16. Uma vez que A é invert́ıvel, temos que a solução do sistema AX = B é

X = A−1B =
1

detA
(adjA)B. (B.4)

Escrevendo-se b = (b1, . . . , bn) e considerando-se o desenvolvimento de

Laplace de Aj
∼= (v1 , . . . , vj−1 , b, vj+1 , . . . , vn) com respeito à j-ésima

coluna, tem-se

detAj =
n∑

i=1

(−1)i+jbi detAij.



269

Agora, fazendo-se adjA = (dij), tem-se dij = (−1)i+j detAji. Assim,

pela igualdade (B.4),

xj =
1

detA

n∑
i=1

djibi =
1

detA
(−1)i+j detAij =

1

detA
detAj.

17. Dadas A,B ∈ M(n) e λ ∈ R, tem-se

T (A+ λB) = M(A+ λB)− (A+ λB)M

= (MA− AM) + λ(MB − BM)

= T (A) + λT (B),

donde T é linear. Ademais, T (I) = 0, o que implica que nuc T 6= {0}.
Logo, T não é injetiva e, em particular, não é invert́ıvel. Sendo assim,

detT = 0.

18. Consideremos a base canônica de M(2),

E11 =

[
1 0

0 0

]
, E12 =

[
0 1

0 0

]
, E21 =

[
0 0

1 0

]
, E22 =

[
0 0

0 1

]
.

Aplicando-se T em cada um dos vetores dessa base, obtém-se

T (E11) =

[
2 1

−2 −1

]
e T (E12) =

[
0 4

0 −4

]
,

bem como

T (E21) =

[
4 2

6 3

]
e T (E12) =

[
0 8

0 12

]
,

de modo que a matriz de T com respeito à base canônica de M(2) é

[T ] =


2 0 4 0

1 4 2 8

−2 0 6 0

−1 −4 3 12

 ,

cujo determinante é igual a 1600. (Para calculá-lo, substitua a primeira

linha pela sua soma com a terceira.) Dessa forma, det T = det[T ] = 1600.
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19. Considerando-se a igualdade

n∑
j=1

det(v1 , v2 , . . . , vj−1 , wj , vj+1 , . . . , vn) = 0

para w1 = v1 e wj = 0 ∀j 6= 1, obtém-se detA = 0. Analogamente, dados

i, j ∈ {1, . . . , n}, façamos wj = ei e wk = 0 ∀k 6= j. Nesse caso,

0 =
n∑

j=1

det(v1 , v2 , . . . , vj−1 , wj , vj+1 , . . . , vn)

= det(v1 , v2 , . . . , vj−1 , ei , vj+1 , . . . , vn)

= (−1)i+j detAij. (B.5)

Desta forma, todas as submatrizes quadradas de ordem n− 1 de A tam-

bém tem determinante nulo. Segue-se, portanto, da Proposição 4.6, que

o posto de A é menor que n− 1.

20. Uma vez que A é invert́ıvel, e que (detA)(detA−1) = 1, segue-se da

Propriedade Fundamental que:

det(I + AB) = det(A−1(I + AB)A) = det(I +BA).

21. Efetuando-se o produto sugerido, tem-se[
A B

C D

] [
I 0

X I

]
=

[
A+BX B

C +DX D

]
.

A fim de aplicar a Proposição 4.7, devemos escolher X ∈ M(n) de tal

modo que se tenha C +DX = 0. Sendo D invert́ıvel, essa igualdade nos

dá X = −D−1C. Assim, a igualdade acima assume a forma[
A B

C D

] [
I 0

X I

]
=

[
A+BX B

0 D

]
.
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Logo, pela Propriedade Fundamental e pela Proposição 4.7,

detM = det

[
A B

C D

]
= det

[
A B

C D

]
det

[
I 0

X I

]
= det

[
A+BX B

0 D

]
= det(AD +BXD)

= det(AD − BD),

em que, na última igualdade, usamos o fato de que C e D comutam.

Caṕıtulo 5

1. Sejam u, v, w ∈ V e µ ∈ R. Uma vez que 〈 , 〉1 e 〈 , 〉2 são bilineares,

temos que

〈u+ µv, w〉 = 〈u+ µv, w〉1 + λ〈u+ µv, w〉2
= 〈u,w〉1 + µ〈v, w〉1 + λ〈u,w〉2 + λµ〈v, w〉2
= 〈u,w〉+ µ〈v, w〉,

donde 〈 , 〉 é linear com respeito à primeira variável. Analogamente,

mostra-se que 〈 , 〉 é linear também com respeito à segunda variável.

Agora, uma vez que 〈 , 〉1 e 〈 , 〉2 são simétricas, tem-se

〈v, w〉 = 〈v, w〉1 + λ〈v, w〉2
= 〈w, v〉1 + λ〈w, v〉2
= 〈w, v〉,

donde 〈 , 〉 é simétrica.

Por fim, uma vez que cada um dos produtos, 〈 , 〉1 e 〈 , 〉2, é positivo

definido, tem-se

〈v, v〉 = 〈v, v〉1 + λ〈v, v〉2 ≥ 0.

Além disso, 〈v, v〉 = 0 se, e somente se, v = 0. Logo, 〈 , 〉 é um produto

interno em V.
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2. Basta observarmos que, tomando-se os vetores (não nulos)

v1 = (1, 0, . . . , 0)B, v2 = (0, 1, 0, . . . , 0)B, . . . , vn = (0, 0, . . . , 0, 1)B,

tem-se, pela positividade do produto interno, que

aii = 〈vi, vi〉 > 0 ∀i = 1, . . . , n.

3. (i) A bilinearidade de 〈 , 〉0 segue-se diretamente da bilinearidade de 〈 , 〉
e da linearidade de T. É imediato, também, que 〈 , 〉0 é simétrica. Agora,

dado v ∈ V, tem-se 〈v, v〉0 = 〈T (v), T (v)〉 ≥ 0. Ocorrendo a igualdade,

tem-se T (v) = 0, pois 〈 , 〉 é positiva definida. Porém, sendo T injetiva,

devemos ter v = 0. Logo, 〈 , 〉0 é positiva definida e, portanto, um produto

interno.

(ii) Denotando-se por 〈 , 〉0 o produto interno em M(m,n) induzido pelo

isomorfismo T, tem-se

〈A,B〉0 =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij, A,B ∈ M(m,n).

Escrevendo-se A = (aij)m×n, B = (bij)m×n e B∗ = (b∗ij)n×m, tem-se

b∗ij = bji. Assim, fazendo-se AB∗ = (cij)m×m, tem-se

cii =
n∑

k=1

aikb
∗
ki =

n∑
k=1

aikbik,

donde

traço(AB∗) =
m∑
i=1

cii =
m∑
i=1

n∑
k=1

aikbik = 〈A,B〉0.

4. A igualdade em (i) segue-se diretamente das igualdades ‖v + w‖2 =

〈v + w, v + w〉 e ‖v − w‖2 = 〈v − w, v − w〉, bem como da bilinearidade

do produto interno.

Quanto à desigualdade em (ii), dados v, w ∈ V, tem-se

‖v‖ = ‖(v − w) + w‖ ≤ ‖v − w‖+ ‖w‖,
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donde ‖v − w‖ ≥ ‖v‖ − ‖w‖. Dáı, tem-se

‖v − w‖ = ‖w − v‖ ≥ ‖w‖ − ‖v‖.

Logo, | ‖v‖ − ‖w‖ | ≤ ‖v − w‖.

5. Temos que

‖v − w‖2 = 〈v − w, v − w〉 = ‖v‖2 − 2〈v, w〉+ ‖w‖2,

donde facilmente se obtém a igualdade desejada.

6. As propridades (i) e (ii) seguem-se diretamente da positividade e da

homogeneidade da norma, respectivamente. Quanto à propriedade (iii),

tem-se

dist (u,w) = ‖u− w‖ = ‖(u− v) + (v − w)‖
≤ ‖u− v‖+ ‖v − w‖ = dist (u, v) + dist (v, w).

7. Aplicando-se a Desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores v = (c, 1) e

w = (1, x) de R2, tem-se

(x+ c)2 = 〈v, w〉2 ≤ ‖v‖2‖w‖2 = (c2 + 1)(1 + x2),

donde f(x) = (x+ c)2/(x2 + 1) ≤ 1 + c2.

8. Fazendo-se w = xu+ yv, a igualdade ∢(u,w) = ∢(w, v) equivale a

〈u, xu+ yv〉
‖u‖

=
〈xu+ yv, v〉

‖v‖
,

a qual, por sua vez, equivale a

(‖u‖2‖v‖ − ‖u‖〈u, v〉)x+ (−‖u‖‖v‖2 + ‖v‖〈u, v〉)y = 0.

Claramente, essa igualdade é satisfeita para x = ‖v‖ e y = ‖u‖, donde

w = ‖v‖u+ ‖u‖v

satisfaz ∢(u,w) = ∢(w, v).
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9. Fazendo-se v = (x1, y1) e w = (x2, y2), tem-se

〈J(v), v〉 = 〈(−y1, x1), (x1, y1)〉 = −y1x1 + x1y1 = 0,

o que prova (i). Quanto a (ii),

〈J(v), J(w)〉 = 〈(−y1, x1), (−y2, x2)〉 = y1y2 + x1x2 = 〈v, w〉.

Consequentemente,

‖J(v)‖2 = 〈J(v), J(v)〉 = 〈v, v〉 = ‖v‖2,

o que prova (iii). Por fim, temos

dist (J(v), J(w)) = ‖J(v)−J(w)‖ = ‖J(v−w)‖ = ‖v−w‖ = dist (v, w),

o que prova (iv).

10. Dado v ∈ (W1 +W2)
⊥, temos que

〈v, w1 + w2〉 = 0 ∀w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 .

Assim, fazendo-se w2 = 0, conclui-se que v ∈ W⊥
1 . Analogamente,

fazendo-se w1 = 0, conclui-se que v ∈ W⊥
2 . Logo (W1+W2)

⊥ ⊂ W⊥
1 ∩W⊥

2 .

Agora, dado v ∈ W⊥
1 ∩W⊥

2 , temos que

〈v, w1〉 = 〈v, w2〉 = 0 ∀w1 ∈ W1, w2 ∈ W2.

Adicionando-se essas igualdades, obtém-se

〈v, w1 + w2〉 = 0 ∀w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 ,

donde (W1 +W2)
⊥ ⊃ W⊥

1 ∩W⊥
2 e, portanto, (W1 ∩W2)

⊥ = W⊥
1 +W⊥

2 .

Isso prova (i).

A identidade em (ii) decorre daquela em (i), bem como da igualdade

W⊥⊥ = W, a qual é válida para todo subespaço W de V. Com efeito,

segue-se de (i) que

(W⊥
1 +W⊥

2 )⊥ = W⊥⊥
1 ∩W⊥⊥

2 = W1 ∩W2.
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Tomando-se o complemento ortogonal, obtém-se, então,

W⊥
1 +W⊥

2 = (W1 ∩W2)
⊥.

Para a conclusão, lembremos que

V = W1 ⊕W2 ⇔ V = W1 +W2 e W1 ∩W2 = {0}. (B.6)

Observando-se que V ⊥ = {0}, segue-se de (i) que

V = W1 +W2 ⇔ {0} = (W1 +W2)
⊥ ⇔ {0} = W⊥

1 ∩W⊥
2 . (B.7)

Analogamente, observando-se que {0}⊥ = V, segue-se de (ii) que

W1 ∩W2 = {0} ⇔ (W1 ∩W2)
⊥ = V ⇔ W⊥

1 +W⊥
2 = V. (B.8)

Combinando-se as equivalências (B.6), (B.7) e (B.8), conclui-se que

V = W1 ⊕W2 ⇔ V = W⊥
1 ⊕W⊥

2 .

11. Fazendo-se A = (aij)m×n, B = (bij)n×p, e AB = (cij)m×p, tem-se

vi = (ai1, ai2, . . . , , ain) e wj = (b1j, b2j, . . . , bnj).

Logo,

cij =
n∑

k=1

aikbkj = 〈vi, wj〉.

12. Sejam v1 , . . . , vm ∈ Rn os vetores linha de A. Dado v ∈ Rn, temos, pelo

exerćıcio anterior, que

[TA(v)] = A[v] =

 〈v1, v〉
...

〈vm, v〉

 .

Assim, v ∈ nucTA se, e somente se, 〈vi, v〉 = 0 ∀i = 1, . . . ,m, isto é, se,

e somente se, v ∈ L ⊥
A . Logo, Nuc (TA) = L ⊥

A .
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13. Para todo i ∈ {1, . . . , n}, tem-se que as coordenadas de ui com respeito à

base B são todas nulas, exceto pela i-ésima, que é igual a 1. Assim, pela

hipótese, ‖ui‖2 = 12 = 1. Além disso, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n},
com i 6= j, tem-se ‖ui − uj‖2 = 12 + (−1)2 = 2. Sendo assim,

2 = 〈ui − uj, ui − uj〉 = ‖ui‖2 − 2〈ui, uj〉+ ‖uj‖2 = 2− 2〈ui, uj〉,

donde se infere que 〈ui, uj〉 = 0. Logo, B é ortonormal.

14. Seja W um subespaço de (V, 〈 , 〉). Tomando-se a decomposição V =

W ⊕W⊥, segue-se das considerações da Observação 5.2 que todo v ∈ V

se escreve de forma única como v = PW (v) + w⊥, em que w⊥ ∈ W⊥.

Aplicando-se PW em ambos os membros dessa igualdade, tem-se

PW (v) = PW (PW (v)) + PW (w⊥) = PW (PW (v)),

isto é, PW ◦ PW = PW , donde PW é idempotente.

Dado v0 = PW (v0) + w⊥
0 ∈ V, temos que

〈PW (v), v0〉 = 〈PW (v), PW (v0) + w⊥
0 〉

= 〈PW (v) + w⊥, PW (v0)〉 = 〈v, PW (v0)〉.

Quanto à positividade de PW , temos que

〈PW (v), v〉 = 〈PW (v), PW (v) + w⊥〉 = 〈PW (v), PW (v)〉 ≥ 0.

Por fim, uma vez que PW (v) e w⊥ são ortogonais, segue-se do Teorema

de Pitágoras (Teorema 5.2) que

‖v‖2 = ‖PW (v)‖2 + ‖w⊥‖2 ≥ ‖PW (v)‖2,

donde ‖PW (v)‖ ≤ ‖v‖.

15. Dado w ∈ W, w 6∈ PW (v), temos que PW (v)−w é um vetor não nulo de

W. Assim, uma vez que v−PW (v) é ortogonal a W, tem-se que PW (v)−w

e v − PW (v) são ortogonais. Logo, pelo Teorema de Pitágoras

‖v − w‖2 = ‖(v − PW (v)) + (PW (v)− w)‖2

= ‖v − PW (v)‖2 + ‖PW (v)− w‖2 > ‖v − PW (v)‖2.
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16. Temos que

W =

{[
a b

b c

]
; a, b, c ∈ R

}
.

Assim, as matrizes

A1 =

[
1 0

0 0

]
, A2 =

[
0 1

1 0

]
e A3 =

[
0 0

0 1

]
formam uma base deW.Uma vez que dimM(2) = 4, temos que dimW⊥ =

4− 3 = 1. Agora, uma matriz

A =

[
x1 x2

x3 x4

]
∈ M(2)

pertence a W⊥ se, e somente se, 〈A,Ai〉 = 0 ∀i = 1, 2, 3, o que equivale

ao sistema linear homogêneo:
x1 = 0

x2 + x3 = 0

x4 = 0.

Logo,

W⊥ =

{[
0 x2

−x2 0

]
∈ M(2) ; x2 ∈ R

}
= ger

{[
0 1

−1 0

]}
.

17. Aplicando-se ortogonalização de Gram-Schmidt à base B0, obtém-se uma

base ortogonal B′
0 = {v′1, v′2, . . . , v′k}, de W. Podemos completar B′

0, ob-

tendo uma base B′ = {v′1, v′2, . . . , v′k, v′k+1, . . . , v
′
n} de V, a qual podemos

supor que seja ortogonal (caso não o fosse, bastaria aplicar ortogonali-

zação de Gram-Schmidt). Defina, então, T : V → V como o operador

linear de V, o qual cumpre

T (v′1) = T (v′2) = · · · = T (v′k) = 0 e T (v′k+1) = v′k+1, . . . , T (v′n) = v′n.
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18. Fazendo-se

v = (x1, . . . , xn)B = x1v1 + · · ·+ xnvn,

a igualdade 〈v, vi〉 = λi equivale a

λi = 〈v, vi〉 = x1〈v1, vi〉+ x2〈v2, vi〉+ · · ·+ xn〈vn, vi〉,

donde se infere que 〈v, vi〉 = λi ∀i = 1, . . . , n, se, e somente se, a n-upla

(x1, . . . , xn) é solução do sistema GX = B, em que G é a matriz de Gram

de B, e B é a matriz coluna cujas entradas são λ1, . . . , λn. Porém, como

G é invert́ıvel, uma tal solução existe e é única, o que prova a existência

e unicidade de v.

19. Sendo T um isomorfismo, temos que T (v1), . . . , T (vn) são LI. Além disso,

dado v = λ1v1 + · · ·+ λnvn ∈ P(v1 , . . . , vn), λi ∈ [0, 1], tem-se

T (v) = λ1T (v1) + · · ·+ λnT (vn) ∈ P(T (v1) , . . . , T (vn)), λi ∈ [0, 1],

donde se conclui que T (P(v1 , . . . , vn)) ⊃ P(T (v1) , . . . , T (vn)). Analoga-

mente, verifica-se a inclusão contrária. Logo,

T (P(v1 , . . . , vn)) = P(T (v1) , . . . , T (vn)).

Assim, lembrando-se que [T (vi)] = [T ][vi], segue-se do Corolário 5.2 que

|T (P(v1 , . . . , vn))| = |P(T (v1) , . . . , T (vn))|
= | det[ [T (v1)] [T (v2)] · · · [T (vn)] ]|
= | det[ [T ][v1] [T ][v2] · · · [T ][vn] ]|
= | det[T ] det[ [v1] [v2] · · · [vn] ]|
= | detT | |P(v1 , . . . , vn)|.

20. Observemos que, por definição,

wk+1 ∈ W⊥
k ∀k = 1, . . . , n− 1.
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Ademais, considerando-se a igualdade vk+1 = wk+1 + PWk
(vk+1) para

k = 1, tem-se

det(v1, v2, v3, . . . , vn) = det(v1, w2 + PW1(v2), v3, . . . , vn)

= det(v1, w2, v3, . . . , vn),

em que, na última igualdade, usamos o fato de v1 e PW1(v2) serem LD.

Fazendo-se, agora, k = 2 e valendo-se dessa última igualdade, tem-se

det(v1, v2, v3, . . . , vn) = det(v1, w2, w3 + PW2(v3), v4, . . . , vn).

Porém, W2 = ger {v1, v2} = ger {v1, w2}, pois w2 é uma combinação

linear de v1 e v2, e v1 e w2 são ortogonais. Em particular, B2 = {v1, w2}
é uma base ortogonal de W2. Dáı, e da última igualdade acima, tem-se

|P(v1 , . . . , vn)| = | det(v1, v2, v3, . . . , vn)| = | det(v1, w2, w3, v4, . . . , vn)|.

Repetindo-se esse procedimento, após n − 1 passos, obtém-se uma base

ortogonal Bn = {v1, w2, . . . , wn}, tal que

|P(v1 , . . . , vn)| = | det(v1, w2, w3, . . . , wn)| = ‖v1‖ ‖w2‖ . . . ‖wn‖,

em que, na última igualdade, usamos o resultado do Corolário 5.1.

Quanto à conclusão, basta notarmos que, pelo Teorema de Pitágoras,

‖vk+1‖2 = ‖wk+1‖2 + ‖PWk
(vk+1)‖2 ≥ ‖wk+1‖2,

em que a igualdade ocorre se, e somente se, PWk
(vk+1) = 0, o que equivale

a vk+1 ∈ W⊥
k . Logo,

| det(v1 , . . . , vn)| = ‖v1‖ ‖w2‖ . . . ‖wn‖ ≤ ‖v1‖ ‖v2‖ . . . ‖vn‖

em que a igualdade ocorre se, e somente se, vk+1 ∈ W⊥
k ∀k = 1, . . . , n−1,

isto é, se, e somente se, B for ortogonal.
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Caṕıtulo 6

1. Procedendo-se como no Exemplo 6.1, obtém-se as seguintes respostas:

(a)

polinômio caracteŕıstico: c(t) = t2 − 4t− 5.

autovalores: λ1 = 5, λ2 = −1.

autoespaços: Wλ1 = ger{(1, 1)}, Wλ2 = ger{(−2, 1)}.
(b)

polinômio caracteŕıstico: c(t) = (t− 1)(t− 2)(t− 3).

autovalores: λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.

autoespaços: Wλ1 = ger{(0, 1, 0)}, Wλ2 = ger{(−1,−2, 2)}, Wλ3 =

ger{(−1, 1, 1)}.
(c)

polinômio caracteŕıstico: c(t) = (t− 1)(t2 − 2t+ 2).

autovalores: λ1 = 1

autoespaços: Wλ1 = ger{(0, 1, 1)}.
(d)

polinômio caracteŕıstico: c(t) = (t− 2)(t− 1)2(t+ 1).

autovalores: λ1 = 2, λ2 = 1 (com multiplicidade 2), λ3 = −1,

autoespaços: Wλ1 = ger{(0, 0, 0, 1)}, Wλ2 = ger{(0, 0, 2, 1)}, Wλ3 =

ger{(3, 0,−3, 1)}.
Pela Proposição 6.5, os operadores dos itens (a) e (b) são diagonalizáveis,

e os dos itens (c) e (d) não são diagonalizáveis.

2. Dada uma base B, de V, façamos

A = [T ]B =

[
a b

c d

]
.

Nessas condições, temos que

c(t) = det(tI − A) =

∣∣∣∣ t− a −b

−c t− d

∣∣∣∣ = t2 − (a+ d)t+ (ad− bc)

= t2 − (traçoT )t+ detT.
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3. Fazendo-se [T ] =

[
a b

b d

]
, tem-se que o polinômio caracteŕıstico de T é

c(t) = t2 − (a+ d)t+ (ad− b2).

Calculando-se seu discriminante, ∆, obtém-se:

∆ = (a+ d)2 − 4(ad− b2) = (a− d)2 + b2 ≥ 0.

Ocorrendo a− d 6= 0 ou b 6= 0, teremos ∆ > 0, donde c terá duas ráızes

distintas. Nesse caso, pela Proposição 6.4, T será diagonalizável.

Agora, se tivermos a = d e b = 0, então [T ] será um múltiplo da matriz

identidade. Em particular, [T ] será uma matriz diagonal, o que equivale

a T ser diagonalizável.

4. Pela hipótese, existe um vetor não nulo v ∈ V, tal que T (v) = λv. Sendo

T invert́ıvel, devemos ter 0 6= T (v) = λv, donde λ 6= 0. Além disso,

aplicando-se T−1 a ambos os membros da igualdade T (v) = λv, obtém-

se v = λT−1(v), isto é, T−1(v) = (1/λ)v. Logo, 1/λ é autovalor de T−1.

5. Sejam B = {v1, . . . , vn} uma base de V, e λ1, . . . , λn, tais que T (vi) =

λivi, i = 1, . . . , n. Consideremos, então, o vetor v = v1 + · · · + vn. Cla-

ramente, v 6= 0. Dáı, e da hipótese, tem-se que T (v) = λv para algum

λ ∈ R. Assim,

λv1 + λv2 + · · ·+ λvn = λv = T (v) = T (v1) + T (v2) + · · ·+ T (vn)

= λ1v1 + λ2v2 + λnvn,

donde se obtém
n∑

k=1

(λ− λk)vk = 0.

Dáı, uma vez que v1, v2, . . . , vn são LI, devemos ter λ = λk ∀k ∈ {1, . . . , n}.
Logo, T = λI.



282 Soluções dos Exerćıcios Apênd. B

6. Seja λ ∈ R um autovalor de TT ′. Se tivermos λ = 0, então nuc (TT ′)

será não trivial, donde TT ′ não será bijetiva. Em particular, teremos

det(TT ′) = 0. Assim, valerá det(T ′T ) = det(TT ′) = 0, implicando que

T ′T não será bijetiva, isto é, λ = 0 será também um autovalor de T ′T.

Suponhamos, agora, que λ 6= 0. Nesse caso, existe um vetor não nulo,

v ∈ V, tal que TT ′(v) = λv. Observando-se que T ′(v) 6= 0 e aplicando-se

T ′ a ambos os membros dessa última igualdade, obtém-se T ′T (T ′(v)) =

λT ′(v), donde se infere que T ′(v) é autovetor de T ′T com autovalor λ.

Segue-se dessas considerações que todos os autovalores de TT ′ são au-

tovalores de T ′T. Invertendo-se os papéis de T e T ′ na argumentação,

conclui-se que os autovalores de T ′T são também autovalores de TT ′.

Logo, TT ′ e T ′T têm os mesmos autovalores.

7. Seja n = dimV. Uma vez que T tem posto 1, pelo Teorema do Núcleo

e da Imagem, tem-se dimnuc T = n − 1. Sendo assim, existe uma base

B = {v1, v2 . . . , vn}, de V, tal que os vetores v2, . . . , vn formam uma base

de nucT. Fazendo-se [T ]B = (aij), tem-se

T (v1) = a11v1 +
n∑

i=2

ai1vi e T (vj) = 0 ∀j ∈ {2, . . . , n}, (B.9)

isto é,

[T ]B =


a11 0 0 · · · 0

a21 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

an1 0 0 · · · 0

 .

Se tivermos a11 6= 0, o polinômio caracteŕıstico de T será

c(t) = (t− a11)t
n−1.

Nesse caso, os autovalores de T são λ1 = a11 e λ2 = 0. e os autoespaços

correspondentes podem ser facilmente obtidos a partir da matriz TB:

Wλ1 = ger{v1} e Wλ2 = ger{v2, . . . , vn} = nucT.
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Em particular, V = Wλ1 ⊕Wλ2 , o que, juntamente com a Proposição 6.5,

implica que T é diagonalizável.

Suponhamos agora que a11 = 0. Então, pelas igualdades (B.9), teremos

T 2(vj) = 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}, isto é, T 2 = 0. Além disso, T não é diagona-

lizável. De fato, nessas condições, temos que o polinômio caracteŕıstico

de T é c(t) = tn, donde λ = 0 é o único autovalor de T. Nesse caso,

dimWλ = dimnucT = n − 1 < n. Logo, pela Proposição 6.5, T não é

diagonalizável.

8. Seja T ∈ L (Rn) o operador linear, tal que [T ] = A. Supondo-se que

A seja diagonalizável, temos que T é diagonalizável. Logo, existe uma

base B, de Rn, tal que [T ]B é diagonal. Sendo A e [T ]B matrizes de

um mesmo operador com respeito a bases distintas, elas são semelhantes

(vide Proposição 3.3).

Suponhamos, agora, que A seja semelhante a uma matriz diagonal D.

Pelo resultado do Exerćıcio 25 do Caṕıtulo 3, existem uma base B, de V,
e um operador linear T : V → V, tais que [T ] = A e [T ]B = D. Logo, A

é diagonalizável.

9. Seja v um autovetor de T correspondente a λ, isto é, T (v) = λv. Dado

k ∈ N, tem-se

T 2(v) = T (T (v)) = T (λv) = λT (v) = λ2v.

Aplicando-se indução, conclui-se facilmente que, para todo r ∈ N, tem-se

T r(v) = λrv. Assim, fazendo-se p(t) = a0+a1t+a2t
2+ · · ·+akt

k, tem-se

p(T )(v) = a0I(v) + a1T (v) + a2T
2(v) + · · ·+ akT

k(v)

= a0v + a1λv + a2λ
2v + · · ·+ akλ

kv

= (a0 + a1λ+ a2λ
2 + · · ·+ akλ

k)v

= p(λ)v.

Logo, p(λ) é autovalor de p(T ). Ademais, uma vez que v 6= 0, se tivermos

p(T ) = 0, então valerá p(λ) = 0, donde λ será uma raiz de p.
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10. Dada uma base B, de V, façamos

A = [T ]B =

[
a b

c d

]
,

como anteriormente. Denotando-se por c o polinômio caracteŕıstico de

A, tem-se

c(A) = A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)A

=

[
a2 + bc ab+ bd

ac+ cd cb+ d2

]
− (a+ d)

[
a b

c d

]
+

(ad− bc)

[
1 0

0 1

]
=

[
0 0

0 0

]
,

donde se infere que c é um anulador de T.

11. Designemos por c e c′ os polinômios caracteŕısticos de TT ′ e T ′T, res-

pectivamente. Assim, temos

c(t) = det(tI − TT ′) = det(T−1(tI − TT ′)T )

= det(tI − T ′T ) = c′(t).

12. (a) Designemos por cA e cB os polinômios caracteŕısticos de A e B,

respectivamente. Temos, então:

cB(t) = det(tI − B) = det(tI −M−1AM)

= det(M−1(tI − A)M) = det(tI − A) = cA(t).

(b) Dado um inteiro r não negativo, tem-se

Br = (M−1AM)r = (M−1AM)(M−1AM) . . . (M−1AM)

= M−1A(MM−1)A(MM−1) . . . (MM−1)AM

= M−1ArM.
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Dáı, supondo que p se escreva como p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k, teremos

p(B) = a0I + a1B + · · ·+ akB
k

= M−1(a0I + a1A+ · · ·+ akA
k)M = M−1p(A)M.

(c) Segue-se de (b) que um polinômio p ∈ P [t,R] será um anulador de A

se, e somente se, for um anulador de B. Logo, um polinômio m ∈ P [t,R]
será o polinômio mı́nimo de A se, e somente se, for o polinômio mı́nimo

de B.

13. (a) Designemos por cA e cA∗ os polinômios caracteŕısticos de A e A∗,

respectivamente. Temos, então:

cA∗(t) = det(tI − A∗) = det(tI − A)∗

= det(tI − A) = cA(t).

(b) Lembrando que, para quaisquer matrizes quadradas A e B, vale a

igualdade (AB)∗ = B∗A∗, temos que (A∗)r = (Ar)∗ ∀r ∈ N. Dáı, supondo
que p se escreva como p(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ akt
k, teremos

p(A∗) = a0I + a1A
∗ + a2(A

∗)2 + · · ·+ ak(A
∗)k

= a0I + a1A
∗ + a2(A

2)∗ + · · ·+ ak(A
k)∗

= (a0I + a1A+ a2A
2 + · · ·+ akA

k)∗

= (p(A))∗.

(c) Segue-se de (b) que os polinômios mı́nimos de A e A∗ são iguais.

(Vide solução do item (c) do exerćıcio anterior.)

14. Suponhamos que p se escreva como p(t) = a0 + a1t + · · · + akt
k. Assim,

dado v ∈ V, tem-se

p(λI)(v) = a0I(v) + a1(λI)(v) + · · ·+ ak(λI)
k(v)

= a0v + a1(λv) + · · ·+ ak(λ
kv)

= (a0 + a1λ+ · · ·+ akλ
k)v

= p(λ)v.
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Logo, p(λI) = p(λ)I.

15. Tomemos, para cada i ∈ {1, . . . , k}, uma base Bi, de Wi, e definamos a

base B = B1 ∪ · · · ∪ Bk, de V. Assim, temos

[T ]B =


[TW1 ]B1

[TW2 ]B2

. . .

[TWk
]Bk

 .

Agora, dados a ∈ R, e um inteiro não negativo r, segue-se das regras

operacionais de matrizes por blocos, que

[aT r]B =


a[TW1 ]

r
B1

a[TW2 ]
r
B2

. . .

a[TWk
]rBk



=


[aT r

W1
]B1

[aT r
W2

]B2

. . .

[aT r
Wk

]Bk

 .

Dáı, e do fato de que matrizes diagonais por blocos são adicionadas bloco

a bloco, tem-se que, para qualquer polinômio

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ alt
l ∈ P [t,R],

vale a igualdade:

[p(T )]B =


[p(TW1)]B1

[p(TW2)]B2

. . .

[p(TWk
)]Bk

 ,

isto é, p(T ) = p(TW1)⊕ · · · ⊕ p(TWk
).



287

16. Suponhamos que as dimensões de V e deW sejam n e k, respectivamente.

Tomemos bases B1 = {v1, . . . , vn}, de V, e B2 = {w1, . . . , wk}, de W.

Nessas condições, temos que B = {v1, . . . , vn, w1, . . . , wk} é uma base de

V ⊕W. Calculando-se PV nos vetores de B, obtém-se

PV (vi) = vi e PV (wj) = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , k}.

Logo, [PV ]B é a matriz diagonal

[PV ]B =



1

1
. . .

1

0

0
. . .

0


,

com n entradas iguais a 1, e k entradas nulas ao longo da diagonal. Dessa

forma, PV é diagonalizável. O polinômio caracteŕıstico de PV é

c(t) = det(tI − [PV ]B) = (t− 1)ntk.

Logo, os autovalores de PV são: λ1 = 1, com multiplicidade n, e λ2 = 0,

com multiplicidade k. Um cálculo direto nos dá, ainda,

c(PV ) = 0 = (PV − I)PV ,

de modo que o polinômio mı́nimo de PV é m(t) = (t− 1)t.

17. Denote por

m(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ tk

o polinômio mı́nimo de T, de modo que

a0I + a1T + a2T
2 + · · ·+ T k = 0.
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Suponhamos que a0 seja não nulo e provemos que, nessas condições, o

núcleo de T será trivial. Dáı, teremos que T será injetivo e, portanto,

bijetivo, por tratar-se de um operador. Tomemos, então, v ∈ nucT.

Uma vez que T (v) = 0, tem-se T r(v) = 0 ∀r ∈ N. Assim, aplicando-se a

igualdade acima a v, obtém-se a0v = 0, donde v = 0, isto é, nuc T = {0}.

Suponhamos agora que T seja bijetiva. Se tivéssemos a0 = 0, valeria a

igualdade a1T + a2T
2 + · · ·+ T k = 0. Dáı, aplicando-se T−1 a ambos os

seus membros, teŕıamos

a1I + a2T + · · ·+ T k−1 = 0,

o que contradiria a minimalidade de m. Logo, a0 6= 0.

18. Efetuando-se os cálculos, obtém-se

c(t) = det(tI − T ) = (t− 1)(t+ 1)(t2 + 1),

donde se infere que λ1 = 1 e λ2 = −1 são os autovalores de T.Designando-

se por W1 e W2 os correspondentes autoespaços, obtém-se

W1 = ger{(1, 1, 1, 1)} e W2 = ger{(1,−1, 1,−1)}.

Assim, dimW1+dimW2 = 2 < dimR4. Portanto, pela Proposição 6.5, T

não é diagonalizável. Além disso, pelo Corolário 6.2, o polinômio mı́nimo

de T, m, satisfaz m(t) 6= (t−1)(t+1). Por fim, pode-se constatar por um

cálculo direto que c(T ) = 0, e que os operadores T 2 + I, (T − I)(T 2 + I)

e (T + I)(T 2 + I) são todos não nulos. Logo, o polinômio mı́nimo de T

é m = c.

Temos também que

W3 = nuc (T 2 + I) = ger{(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0,−1)}.

Dessa forma, pelo Teorema da Decomposição Primária, tem-se

T = TW1 ⊕ TW2 ⊕ TW3 .
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Calculando-se as imagens, por T, dos vetores da base

B = {(1, 1, 1, 1), (1,−1, 1,−1), (1, 0,−1, 0), (0, 1, 0,−1)} ⊂ R4,

obtém-se

[T ]B =


1

−1

0 1

−1 0

 .

19. Observemos inicialmente que, uma vez que T ′ comuta com T, ele comuta

com p(T ), qualquer que seja o polinômio p ∈ P [t,R]. Ademais, dado

wi ∈ Wi = nuc (pi(T ))
si , tem-se (pi(T ))

si(wi) = 0. Aplicando-se T ′ a

ambos os membros dessa última igualdade, obtém-se

0 = T ′((pi(T ))
si(wi)) = (pi(T ))

siT ′(wi),

donde T ′(wi) ∈ Wi. Logo, Wi é invariante por T ′.

20. Pela Proposição 6.9, λ1, . . . , λk são autovalores de T. Assim, denotando-

se por c o polinômio caracteŕıstico de T, tem-se

c(t) = (t− λ1)
s1 . . . (t− λk)

skq(t),

em que si ≥ 1 é a multiplicidade de λi e q ∈ P [t,R]. Logo, todos os

fatores primos de m são também fatores de c, donde se infere que m

divide c.

21. Uma vez que T é diagonalizável, pelo Corolário 6.2, seu polinômio mı́-

nimo, m, se expressa como m(t) = (t − λ1) . . . (t − λk). Porém, m é um

anulador de TW (por ser um anulador de T ), o que implica que o polinô-

mio mı́nimo de TW , m′, divide m, isto é, m′ é um produto de polinômios

do tipo (t− λi). Logo, pelo Corolário 6.2, TW é diagonalizável.

22. Sejam = ps11 . . . pskk a decomposição do polinômio mı́nimo de T em fatores

primos. Temos que m, sendo um anulador de T, é também um anulador

de TW . Logo, o polinômio mı́nimo de TW , m′, divide m. Dáı, tem-se

m′ = p
s′1
1 . . . p

s′k
k , 0 ≤ s′i ≤ si ∀i = 1, . . . , k.
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Consideremos, agora, a decomposição deW pelos subespaços TW -invariantes

da decomposição primária de TW :

W = W ′
1 ⊕ · · · ⊕W ′

k, W ′
i = nuc (pi(TW ))s

′
i .

Nessas condições, temos que

W ′
i = nuc (pi(TW )s

′
i) ⊂ nuc (pi(TW ))si ⊂ nuc (pi(T ))

si = Wi.

Logo, W = W ′
1 ⊕ · · · ⊕W ′

k = (W ∩W1)⊕ · · · ⊕ (W ∩Wk).

23. Dado j ∈ {1, . . . , n}, temos que o produto A[ej] é simplesmente o j-ésimo

vetor coluna de A. Logo,

A[e1] = 0 e A[ej] = [ej−1] ∀j = 2, . . . , n.

Em particular, An−1[ej] = 0 ∀j = 1, . . . , n− 1. Assim,

An = An−1[0 [e2] · · · [en−1]] = [0 An−1[e2] · · · An−1[en−1]] = 0.

Além disso,

An−1 = An−2[0 [e2] · · · [en−2] [en−1]]

= [0 An−2[e2] · · · An−2[en−2] An−2[en−1]]

= [0 0 · · · 0 [e1]] 6= 0.

24. Seja r ∈ N, tal que N r = 0. Então, p(t) = tr é um anulador de N. Logo,

o polinômio mı́nimo de N é m(t) = tk, k ≤ r. Uma vez que a única raiz

de m é λ = 0, segue-se da Proposição 6.9 que todos os autovalores de N

são nulos.

25. Temos que o polinômio caracteŕıstico de [T ] é c(t) = (t− 1)t3, donde se

infere que os autovalores de T são λ1 = 1 e λ2 = 0. Um cálculo direto

nos dá:

T − I 6= 0, (T − I)T 6= 0 e (T − I)T 2 = 0.

Logo, o polinômio mı́nimo de T é m(t) = (t − 1)t2. Considerando-se as

matrizes de T − I e de T 2, obtém-se
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� W1 = nuc (T − I) = ger{(1, 2, 3, 13)};
� W2 = nucT 2 = ger{(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.

Dáı, fazendo-se

B1 = {(1, 2, 3, 13)} e B2 = {(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)},

tem-se que a matriz do operador diagonal da decomposição T = N +D

com respeito à base B = B1 ∪ B2 ∪ B3 é:

[D]B =


1

0

0

0

 .

Calculando-se as imagens dos vetores de B, conclui-se facilmente que

[T ]B =


1

0 0 0

0 0 0

2 3 0

 .

Logo,

[N ]B = [T ]B − [D]B =


0

0 0 0

0 0 0

2 3 0

 .

Caṕıtulo 7

1. Temos que

λµ〈v, w〉 = 〈T (v), T ∗(w)〉 = 〈T 2(v), w〉 = λ2〈v, w〉.

Analogamente, λµ〈v, w〉 = µ2〈v, w〉, de modo que

λµ〈v, w〉 = λ2〈v, w〉 = µ2〈v, w〉.
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Assim, temos que 〈v, w〉 = 0, isto é, v e w são ortogonais, ou

λµ = λ2 = µ2,

o que implica λ = µ.

2. Dadas matrizes A,B ∈ M(n), temos que

〈TM(A), B〉 = 〈MA,B〉 = traço ((MA)∗B)

= traço (A∗(M∗B)) = 〈A,M ∗B〉.

Logo,

〈T ∗
M(B), A〉 = 〈B, TM(A)〉 = 〈M∗B,A〉.

Sendo A eB matrizes arbitrárias, segue-se que T ∗
M(B) = M∗B = TM∗(B),

isto é, T ∗
M = TM∗ .

3. (a) Seja B ⊂ V uma base ortonormal de V. Então, [T ∗]B = ([T ]B)
∗.

Assim, uma vez que o posto de uma matriz é igual ao de sua transposta,

tem-se:

dimT (V ) = posto [T ]B = posto ([T ]B)
∗ = posto ([T ∗]B) = dimT ∗(V ).

(b) Dados T ∗(v) ∈ T ∗(V ) e v0 ∈ nucT, tem-se

〈T ∗(v), v0〉 = 〈v, T (v0)〉 = 0,

donde T ∗(v) ∈ (nucT )⊥. Logo, T ∗(V ) ⊂ (nucT )⊥. Porém, pelo item (a),

dimT ∗(V ) = dimT (V ) = dim V − dimnucT = dim(nuc T )⊥.

Logo, T ∗(V ) = (nucT )⊥.

4. Temos que

TS = ST ⇔ (TS)∗ = (ST )∗ ⇔ S∗T ∗ = T ∗S∗.
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5. Dado v ∈ V, segue-se da hipótese que:

0 = 〈T ∗T (v), v〉 = 〈T (v), T (v)〉,

donde T (v) = 0. Logo, T = 0.

6. Fazendo-se [T ]B = (aij)n×n, temos que

T (vj) =
n∑

i=1

aijvj.

Dáı, uma vez que B é ortonormal, tem-se

‖T (vj)‖2 =
n∑

i=1

a2ij.

Agora, [T ∗]B = (aji)n×n, de modo que

‖T ∗(vj)‖2 =
n∑

i=1

a2ji.

Assim,
n∑

j=1

‖Tvj‖2 =
n∑

i,j=1

a2ij =
∑
i,j=1

a2ji =
n∑

j=1

‖T ∗vj‖2.

7. Dado um vetor não nulo v ∈ V, tem-se:

1 =

∥∥∥∥T ( v

‖v‖

)∥∥∥∥ =
1

‖v‖
‖T (v)‖,

donde se infere que ‖T (v)‖ = ‖v‖. Logo, T preserva norma; portanto, é

ortogonal.

8. Temos que TT ∗ = I. Logo,

1 = det(TT ∗) = (detT )(detT ∗) = (detT )2,

donde | detT | = 1.
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9. Suponhamos que T ∈ L (V, 〈 , 〉) seja ortogonal, e tomemos uma base

ortonormal de V : B = {u1, . . . , un}. Como T é invert́ıvel, por ser orto-

gonal, temos que B′ = {T (u1), . . . , T (un)} é uma base de V. Além disso,

como T preserva norma e produto interno, temos que B′ é ortonormal.

Suponhamos agora que B = {u1, . . . , un} e B′ = {T (u1), . . . , T (un)}
sejam bases ortonormais. Dado v = (x1, . . . , xn)B, temos que

T (v) = T (x1u1 + · · ·+ xnun) = x1T (u1) + · · ·+ xnT (un),

isto é, T (v) = (x1, . . . , xn)B′ . Assim, uma vez que B e B′ são ortonormais,

tem-se ‖T (v)‖2 = x2
1+· · ·+x2

n = ‖v‖2. Logo, T preserva norma; portanto,

é ortogonal.

10. Uma vez que a dimensão de V é ı́mpar, o polinômio caracteŕıstico de T

tem, pelo menos, uma raiz real. Logo, T tem pelo menos um autovalor

λ, o qual vale 1 ou −1. Assim, tomando-se v ∈ V, tal que T (v) = λv,

tem-se

T 2(v) = T (T (v)) = T (λv) = λT (v) = λ2v = v.

11. Sendo A e B ortogonais, pelo Corolário 7.1, temos que AA∗ = BB∗ = I.

Logo,

(AB)(AB)∗ = A(BB∗)A∗ = AA∗ = I,

donde, novamente pela Proposição 7.1, AB é ortogonal. Analogamente,

A−1 é ortogonal, pois

A−1(A−1)∗ = A−1(A∗)−1 = (A∗A)−1 = I.

12. Uma vez que A+ I é ortogonal, tem-se

(A+ I)(A+ I)∗ = (A+ I)∗(A+ I) = I,

donde se obtém:

AA∗ = A∗A = −A− A∗. (B.10)
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Analogamente, da ortogonalidade de A2 + I e de A3 + I, obtém-se:

A2(A∗)2 = −A2 − (A∗)2 e A3(A∗)3 = −A3 − (A∗)3. (B.11)

Tomando-se o quadrado e o cubo de ambos os membros da última igual-

dade em (B.10), e considerando-se as igualdades (B.11), obtém-se:

A2(A∗)2 + AA∗ = 0 e A2(A∗)2 = 0,

donde AA∗ = 0. Dáı, e do resultado do Exerćıcio 5, segue-se que A = 0.

13. Vejamos, inicialmente, o caso n = 2. Para tanto, consideremos ângulos

θ1 6= θ2, tais que: {
cos θ1 − cos θ2 = 0

−sen θ1 + sen θ2 = −1.

(Uma possibilidade seria θ1 = π/6, θ2 = −π/6.)

Considere, então, os operadores ortogonais T1, T2 ∈ L (R2), os quais

cumprem:

[Ti] = Ai =

[
cos θi −sen θi
sen θi cos θi

]
, i = 1, 2.

Claramente, T1 e T2 são distintos, e ambos têm posto 2. Além disso,

pondo-se A = [T1]− [T2], tem-se

A =

[
0 −1

1 0

]
. (B.12)

Observando-se que o operador ortogonal T ∈ L (R2), tal que [T ] = A, é

a rotação de π/2, tem-se, para todo v = (x, y) ∈ R2, que 〈T (v), v〉 = 0.

Dáı, e de (B.12), segue-se que

〈(T1 − T2)(v), v〉 = 〈T (v), v〉 = 0,

donde 〈T1(v), v〉 = 〈T2(v), v〉.
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Para n > 2, basta tomar os operadores (ortogonais) T1, T2, tais que:

[Ti] =



Ai

1

1
. . .

1

1


.

14. A matriz de T com respeito à base canônica de R2 é:

[A] =

[
1 2

2 1

]
,

a qual é simétrica. Logo, T é autoadjunto. O polinômio caracteŕıstico

de T é: c(t) = t2 − 2t − 3, cujas ráızes são λ1 = −1 e λ2 = 3. Os

correspondentes autoespaços são:

Wλ1 = ger {(−1, 1)} e Wλ2 = ger {(1, 1)}.

Dáı, obtém-se a seguinte base ortonormal de R2, a qual diagonaliza T :

B = {(−
√
2/2,

√
2/2), (

√
2/2,

√
2/2)}.

15. Seja T ∈ L (Rn) o operador autoadjunto, tal que [T ] = A. Considere

uma base ortonormal B, de Rn, a qual diagonaliza T, juntamente com

a matriz diagonal D = [T ]B. Assim, A e D, por serem matrizes de um

mesmo operador, são semelhantes. Mais precisamente, designando-se

por M a matriz de mudança da base canônica para a base B, tem-se que

A = M−1DM (vide Proposição 3.3). Ademais, uma vez que as vetores

coluna de M são justamente aqueles da base (ortonormal) canônica em

coordenadas com respeito à base (ortonormal) B, temos que M é uma

matriz ortogonal.
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16. Sejam λ1 , . . . , λn os autovalores de T, e B uma base ortonormal de V

que diagonaliza T. Definindo-se R ∈ L (V ) como o operador cuja matriz

com respeito a B é:

[R]B =


3
√
λ1

3
√
λ2

. . .
3
√
λn

 ,

tem-se que R é autoadjunto e R3 = T, provando a existência de R. A

prova da unicidade de R é análoga àquela da unicidade da raiz quadrada

de um operador positivo (vide Proposição 7.10).

17. Sendo T e S autoadjuntos, tem-se T = T ∗ e S = S∗. Assim, (TS)∗ =

S∗T ∗ = ST. Logo, (TS)∗ = TS se, e somente se, ST = TS.

18. O operador nulo de V é, claramente, autoadjunto. Além disso, dados

T, S ∈ S(V ), e λ ∈ R, tem-se

(T + λS)∗ = T ∗ + λS∗ = T + λS,

donde T + λS ∈ S(V ). Logo, S(V ) é um subespaço vetorial de L (V ).

Fixando-se uma base ortonormal B, de V, tem-se que a aplicação

T ∈ S(V ) 7→ [T ]B ∈ M(n)

é um isomorfismo linear de S(V ) sobre o subespaço das matrizes simétri-

cas de M(n), em que n = dimV. Logo, a dimensão de S(V ) é (n2−n)/2.

19. Temos que T é diagonalizável, por ser autoadjunto, e seus autovalores

são 1 ou −1, por ser ortogonal. Logo, a matriz de T com respeito a

uma base B ⊂ R3 que diagonalize T é ±I, nos casos em que todos os

autovalores são iguais, ou assume uma das formas (a menos da ordem

dos vetores da base):−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 ,

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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Supondo-se, sem perda de generalidade, que B é a base canônica de R3,

tem-se, no primeiro caso, que T é a rotação de 1800 em torno da reta pela

origem na direção do vetor e3 = (0, 0, 1) (isto é, o eixo z). No segundo, T

é a reflexão com respeito ao plano gerado pelos vetores (0, 1, 0) e (0, 0, 1)

(isto é, o plano yz).

20. Dados u, v ∈ V, segue-se da hipótese que:

〈T1(u+ v), u+ v〉 = 〈T2(u+ v), u+ v〉.

Dáı, da bilinearidade do produto interno, e do fato de T1 e T2 serem

autoadjuntos, obtém-se

〈T1(u), v〉 = 〈T2(u), v〉 ∀u, v ∈ V,

donde T1(u) = T2(u) ∀u ∈ V, isto é, T1 = T2.

21. Para qualquer λ ∈ R, eliminando-se a primeira linha e a última coluna da

matriz A−λI, obtém-se uma submatriz triangular superior, cuja entradas

da diagonal são todas iguais a 1. Logo, o determinante dessa submatriz é

não nulo. Dáı, e da Proposição 4.6, segue-se que posto (T−λI) ≥ n−1 e,

portanto, que dimnuc (T−λI) ≤ 1. Em particular, se λ for um autovalor

de T, tem-se dimWλ = dimnuc (T − λI) = 1.

Sejam λ1, . . . , λk os autovalores distintos de T. Pelo Teorema Espectral,

T é diagonalizável. Logo,

n = dimV = dimWλ1 + · · ·+ dimWλk
= k.

22. Determinando-se, em cada item, os autovalores do operador autoadjunto

associado a Q, obtém-se as seguintes respostas:

i) λ1 = 2−
√
2, λ2 = 2 +

√
2. Elipse.

ii) λ1 = 0, λ2 = 2. Parábola.

iii) λ1 = −3, λ2 = 5. Hipérbole.
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23. A bilinearidade de β segue-se diretamente da bilinearidade da multi-

plicação de números reais: (x, y) ∈ R × R 7→ xy ∈ R. As igualdades

β(vi, vj) = aij, igualmente, seguem-se diretamente da definição de β.

Dados u = (x1, . . . , xn)B e v = (y1, . . . , yn)B, temos que

β′(u, v) = β′

(
n∑

i=1

xivi,

n∑
j=1

yjvj

)

=
n∑

i,j=1

xiyjβ
′(vi, vj)

=
n∑

i,j=1

aijxiyj = β(u, v),

isto é, β′ = β.

24. Sejam β1, β2 : V ×V → R formas bilineares, e λ ∈ R. Dados, u, v, w ∈ V,

e µ ∈ R, tem-se

(β1 + λβ2)(u+ µv, w) = β1(u+ µv, w) + λβ2(u+ µv, w)

= β1(u,w) + µβ1(v, w) +

λ(β2(u,w) + µβ2(v, w))

= (β1 + λβ2)(u,w) + µ(β1 + λβ2)(v, w),

donde β1+λβ2 é linear com respeito à primeira variável. Analogamente,

verifica-se que β1 + λβ2 é linear com respeito à segunda variável. Logo,

β1+λβ2 é bilinear, o que prova que B(V ) é um subespaço do espaço das

funções de V × V em R, F(V × V,R).

Fixando-se uma base B, de V, verifica-se facilmente, como no caso das

transformações lineares, que a aplicação β ∈ B(V ) 7→ [β]B ∈ M(n) é

um isomorfismo linear.

25. Observemos inicialmente que P é a matriz do produto interno 〈 , 〉 com
respeito à base B. Assim, dado um vetor não nulo v = (x1, . . . , xn)B ∈ V,
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tem-se

〈v, v〉 =
n∑

i,j=1

pijxixj.

Consideremos, agora, o operador autoadjunto T ∈ L (Rn), tal que [T ] =

P. Nessas condições, tem-se

T (ej) =
n∑

i=1

pijei, j = 1, . . . , n,

donde pij = 〈ei, T (ej)〉. Dessa forma,

〈v, T (v)〉 =

〈
n∑

i=1

xiei , T

(
n∑

j=1

xjej

)〉
=

n∑
i,j=1

pijxixj = 〈v, v〉 > 0.

Logo, T é positivo, donde P é positiva.

26. Temos que:

β(u, v) = 〈u, T (v)〉 = [u]∗BP [T (v)]B = [u]∗BP [T ]B[v]B,

donde se infere que [β]B = P [T ]B.

No exerćıcio anterior, vimos que P é positiva. Logo, pela Proposição

7.11, detP > 0, donde P é invert́ıvel. Dáı, e da igualdade [β]B = P [T ]B,

conclui-se que posto [β]B = posto [T ]B.

27. Dado um vetor não nulo v ∈ V, tem-se

〈T ∗T (v), v〉 = 〈T (v), T (v)〉 ≥ 0,

donde se conclui que T é não negativo.

28. Seja Q a forma quadrática (positiva) associada ao operador T. Então,

Q(v) = 〈v, T (v)〉 = 0 se, e só se, v = 0. Dáı, segue-se que nuc T = {0},
donde T é bijetiva.
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Agora, suponha que v = T−1(w), isto é, T (v) = w. Nessas condições,

tem-se

〈T−1(w), w〉 = 〈v, T (v)〉 = Q(v).

Assim, 〈T−1(w), w〉 ≥ 0, ocorrendo a igualdade se, e só se, v = 0. Porém,

sendo T bijetiva, v = 0 se, e só se, w = T (v) = 0. Logo, T−1 é positiva.

29. Seja B = {u1, . . . , un} uma base ortonormal de V. Dado um vetor u =

(x1, . . . , xn)B ∈ V, ‖u‖ = 1, tem-se

‖u‖2 =
n∑

i=1

x2
i = 1.

Em particular, |xi| ≤ 1 ∀i = 1, . . . , n. Dáı, e da Desigualdade de Cauchy-

Schwarz, segue-se que

‖T (u)‖ = ‖x1T (v1) + · · ·+ xnT (vn)‖
≤ |x1| ‖T (v1)‖+ · · ·+ |xn| ‖T (vn)‖
≤ C,

em que C = max{‖T (v1)‖, . . . , ‖T (vn)‖}. Dessa forma, Ω é limitado.

Suponhamos agora que T seja autoadjunto. Dado λ > 0, façamos T ′ =

T + λI, e denotemos por Q′ a forma quadrática associada ao operador

T ′. Nessas condições, para todo vetor não nulo v ∈ V, tem-se

Q′(v) = 〈T (v) + λv, v〉 = 〈T (v), v〉+ ‖v‖2.

Assim, para que Q′ seja positiva, é suficiente que tenhamos λ > C. Com

efeito, nesse caso, fazendo-se u = v/‖v‖, teremos

Q′(v)

‖v‖2
= 〈T (u), u〉+ λ > 〈T (u), u〉+ ‖T (u)‖ > 0.

(Note que a última desigualdade é a de Cauchy-Schwarz, pois ‖T (u)‖ =

‖T (u)‖ ‖u‖ ≥ |〈T (u), u〉| ≥ −〈T (u), u〉. )



302 Soluções dos Exerćıcios Apênd. B

30. O resultado é imediato para u = 0 ou v = 0. Dados vetores não nulos,

u, v ∈ V, defina a função f(t) = β(u+ tv, u+ tv). Da bilinearidade de β,

segue-se que f é uma função quadrática cujo discriminante é:

∆ = 4(β(u, v))2 − 4β(u, u)β(v, v) = 4(β(u, v))2 − 4Q(u)Q(v).

Porém, sendo f não negativa, devemos ter ∆ ≤ 0, o que nos dá:

|β(u, v)| ≤
√
Q(u)

√
Q(v).

31. Seja T ∈ L (V, 〈 , 〉) o operador autoadjunto associado a Q. Considere-

mos a decomposição V = W−
T ⊕W+

T ⊕W 0
T , e tomemos bases ortonormais:

B1 = {u1, . . . , ui}, B2 = {ui+1, . . . , up} e B3 = {up+1, . . . , un},

de W−
T , W+

T e W 0
T , respectivamente. Designemos por λk o autovalor de

T associado a uk, e façamos:

vk =


uk√
|λk|

, se 1 ≤ k ≤ p

uk, se p < k ≤ n.

Nessas condições, temos que B = {v1, . . . , vn} é uma base de V, tal que

Q(x1, . . . , xn)B =

〈
n∑

i=1

xivi,
n∑

j=1

xjT (vj)

〉

=

〈
n∑

k=1

xk
uk√
|λk|

,
n∑

j=1

xjλj
uj√
|λj|

〉

= −x2
1 − x2

2 − · · · − x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
p.
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espaços vetoriais

isomorfos, 83

forma

305
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